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1. Seja z, = (14 14v/3)%.
(a) Encontre |z,|;
Temos |1 +iv/3| = /1 + 3 = 2 e portanto |z,| = |(1 +v/3)%| = |1 + i3 = 28,
(b) Encontre um argumento de z, no intervalo [0, 27);

O argumento de w = 1+ iv/3 é 6 = arctg/3/1 = 7/3, pois w estd no primeiro quadrante. Logo,
Zo = (Qe%i)g = 281 = 98 FiH2mi — 980
Assim, o argumento de z,, no intervalo [0,27), é 2.

(c) Encontre as duas raizes quadradas de z,;

As raizes quadradas de z, sao

4

z21 = (2862?”)§ =245 = 23(1 +iV3) e zp =245+ = 24T,

2. (a) Encontre uma funcao inteira f cuja parte real seja
u(a,y) = a° = 3zy® —a® +y* +y + 1;

Note que u, = 3z% — 3y?> — 2z e u, = —6xy + 2y + 1. Pelas equacoes de Cauchy-Riemann, a funcao

v(z,y) = Im f(x + iy) deve satisfazer:
vy:um:3x273y272xevz:fuyzﬁxnyyfl. (1)

Integrando a primeira equagao acima em relagao a y e derivando em x teremos

v(z,y) = 3%y — y® — 2xy + h(z) e v, = 6xy — 2y + K (z). (2)
Comparando as expressoes para v, obtidas em (1) e (2) concluimos que

W(z)=—-1= h(z) = -z +k.
Logo v(z,y) = 322y — y® — 2zy — o + k, sendo k € C uma constante, e
flx+iy) =utiv= (2> =3wy> —2® +y® +y+1) +i(32%y — y> — 20y —x + k)

é inteira, pois satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann e as derivadas parciais das partes real e
imaginaria sao continuas.
(b) Calcule f/(0) e f’(i).

Como f é derivavel em qualquer ponto temos

f(z) = g%:(-r +iy) = Uz (x,y) + ive(z,y) = (3% — 3y* — 22) +i(6xy — 2y — 1)

logo f'(0) = —i e f/(i) = f'(0 + 1i) = —3 — 3i = —3(1 + ).



3. Considere a fungao

(a)

(b)

f(z)=e"%% ze€C.

Encontre u(x,y) = Re f(z +iy) e v(z,y) = Im f(x + iy).

Como f(x +iy) = e (*=W) = ¢7=¥ = ¢~Y(cosx — isenx) entdo
u(z,y) =e Ycosz e v(z,y) =—e Ysenuw.

Mostre que f nao é derivavel em nenhum ponto de C.

Se f for derivavel em algum ponto, entao as partes real e imagindaria de f devem satisfazer as equacoes
de Cauchy-Riemann nesse ponto, ou seja, devemos ter uy(z,y) = vy(z,y) e uy(z,y) = —v.(z,y) em

todos os pontos z = x + iy em que f for derivavel. Mas

Uy, = —e Ysenx; v, = —e Ycosz;
uy = —e Ycosx; v, =e Ysenx.
Agora
-y
-y -y e 1#0
Uy = Vy = —e Ysenx =e Ysenx = —senxr =senx = senz =0
-y
_ _ e Y#£0
Uy = —v, = —e Ysenx=e Ycosw = —cosx=cosx = cosx =0

Como sen? z + cos? z = 1, ndo existe € R tal que senz = cosz = 0. Logo f ndo é derivavel em

nenhum ponto z = x + iy € C.

4. Sejam f,g: C — C fungoes inteiras:

(a)

Se f assume apenas valores reais, mostre que f é constante;

Note que u(z,y) = Re f(z +iy) = f(x + iy) e v(z,y) = Im f(z + iy) = 0, para todo x,y € R. Das
equagoes de Cauchy-Riemann temos u, = vy, =0 ¢ u, = —v, = 0, ou seja, a funcdo real u = u(z,y)
tem derivadas nulas em todos os pontos do plano. Como o plano é conexo, segue que a funcao u é
constante, e portanto f(x + iy) = u(z,y) + 0 é constante.

Se |g(z)| = 1, para todo z, mostre que g é constante.

Sejam U(z,y) = Reg(z+iy) e V(z,y) = Im g(z+iy). Como |g(z)| = 1 entao (U(z,y))*+(V(z,y))* =

1 e derivando em relacao a = e y obtemos
UU,+VVy=0¢e UU,+V.V, =0

Como g é inteira, entao suas partes real e imaginaria satisfazem as equagbes de Cauchy-Riemann:

U, =V, e U, = —V,. Substituindo essas equacoes nas expressoes acima temos

UV, + V.V, =0 vV U v, 0
: =
UV, +V.V, =0 UV v, 0

Como o determinante da matriz quadrada acima U?+V?2 # 0, para todo (z,y) € R?, esse sistema tem
uma tnica solucdo V, = V,, = 0. Segue da conexidade do plano que V' (z,y) é constante. Analogamente

U, =U, =0¢ U(x,y) é constante, e portanto g = U + iV é constante.



