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Topologia da Reta

. Sejam A, Ay C R conjuntos abertos e denote F; = R — A;. Prove que:

a. Ay U Ay é aberto
Para provar que todos os pontos de A; U A, sado interiores, seja a € A; U As um ponto
qualquer, entdo a € A; ou a € Ay. Como A; é aberto (j = 1,2), existe ¢ > 0 tal que
(a—e,a+e) CA C A UAy ouseja (a—e,a+¢e) C A UA,.

b. I} — A, é fechado.
Note que F} — Ay = F1 N Ag. Como A, e A% sao abertos, seus complementares F}, = Alc e
Fy = AY sdo fechados e Fy — A, é uma intersecdo de conjuntos fechados, logo é fechado.

. Seja X C R um conjunto limitado nao vazio e s = sup X.

a. Prove que s € X;
Pela definigao de supremo, para cada n € N, existe z,, € X tal que s — 1/n < z, < s.
Logo (z,) é uma sequéncia de pontos de X com limx, = s, e portanto s = sup X é ponto
aderente a X, ou seja, s € X.

b. Dé um exemplo no qual s nao seja ponto de acumulacao de X.
Basta tomar um conjunto discreto, como X = {1}, ou um conjunto que tenha um ponto de
méximo isolado, como X = [0,1] U {2}.

. Seja { X, }neny uma familia indexada de conjuntos compactos.

a. Prove que (), .y X» € um conjunto compacto;
Denotemos K = (), .y Xn. Como cada X, é fechado e a intersegao arbitraria de conjuntos
fechados é um conjunto fechado, entao K é fechado. Além disso, K C X; e X; é limitado,

logo K também ¢é limitado. Daqui seque que K ¢é compacto.

b. Dé um exemplo no qual J,c.y X» nao é um conjunto compacto.
Basta tomar X,, = [n,n+1] ou X,, = [1, n|, assim teremos X,, compacto para todo n natural,
porém |J,, .y X» = [1,00) nao é compacto, pois nao ¢ limitado.

Limites e Continuidade

. Seja f: D — R uma funcdo e a € D’. Se lim f(z) = M > 0, mostre que existe 6 > 0 tal
r—a

que f(z) > 0, para todo = € (a — §,a + 0) diferente de a.

Tomando ¢ = M /2 na definigao de limite, obtemos 0 > 0 tal que, se = € (a —d,a+0) — {a}
entdao f(z) € (M —e, M +¢) = (&, 3). Daqui seque que f(z) > M/2 > 0, sempre que

re€Dex € (a—d,a+9)—{a}.



5. Seja f : D — R uma funcdo limitada, a € D" e g : D — R uma funcao tal que lim g(x) = 0.
Tr—a
Mostre que lim f(x)g(z) = 0.
r—a
Como f ¢ limitada, existe K > 0 tal que |f(z)| < K,V € D. E, como lim,_,, g(z) = 0,

dado € > 0, existe 6 > 0 tal que, se x € D N Vj(a) entao |f(x)] < e/K. Logo, |f(z)g(x)| <
K -e/K = ¢, sempre que x € DN Vj(a).

6. Escreva a defini¢ao precisa de lim f(x) = +00. A seguir use sua definigdo para provar que
Tr—a

li L =+
zl—>r% 2 —4 o0

Definig¢ao: lim f(z) = 400 & VA > 0,30 >0,V € D,0< |z —a| <§ = f(z) > A.
Tr—a

Agora,

>A  (#)

1| 1 ¢ 1
x2—4‘ T e42z—2 50
na desigualdade (*) acima usamos duas coisas:
1°) 1/|z — 2| > 1/6, pois |z — 2| < ¢
2°) 1/|z + 2| > 1/5, para 6 < 1

pois [t —2[<lel<zr<3e3<zr+2<5&<1/3>1/|x+2]>1/5.

Portanto, para cada A > 0 dado, se tomarmos § < min{1,1/(5A)}, teremos exatamente a
desigualdade (#) acima, sempre que 0 < |z — 2| < 4.

7. Seja a € R um ponto fixado e considere as fungoes f,g : R\ {a} € R — R definidas por

2 _ 2
r*—a r—a
flz) = eg(x) = r— Mostre que f possui uma descontinuidade removivel em
rT—a —a
x = a e que g possui uma descontinuidade do tipo salto em = = a.
r—a)lr+a
Note que f(x) = ( I ) = x + a, sempre que x # a. Logo
r—a

lim f(z) = limz + a = 2a,
r—a Tr—a
ou seja, o limite de f no ponto x = a existe, e portanto a descontinuidade neste ponto é

removivel.

r—a r—a
=1, eparax < a temos g(z) =

No segundo caso, para x > a temos g(x) = =
|x — al |z — al
—1, logo
lim f(zr)=1 e lim f(z)= -1
r—a™t T—a~
logo os limites laterais existem e sao diferentes, ou seja, g tem uma descontinuidade do tipo

salto em = = a.



1
8. Mostre que a fungao f : R — R definida por f(z) = sen—, para o eR—-{0}e f(0)=0¢

continua em R — {0} e descontinua em x = 0
Como a funcao ¢(x) = sen(x) é continua na reta toda, e 1)(x) = 1/ é continua em R — {0},
entao f(z) = (po)(z) é continua em R — {0}. E no ponto z = 0 a fungao é descontinua

pois
1 1
lim——Oelimf<2—)—0

n—oo 2N n—00 nm

enquanto que

li ! 0 e lim f ! 1
m-———=0e¢ lim f|——+— | =
n300 /24 2nm n—oo’ \ /2 + 2nmw



