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1. Seja f: R — R uma fungao derivavel. Mostre que:

a) Se existe § > 0 tal que f[(q—5q+5) ¢ crescente, entdo f'(a) > 0;
Se x € (a—d,a) entdo x —a < 0e f(x) — f(a) < 0 (pois f é crescente). Logo (f(z) — f(a))/(x —a) > 0,

para todo x € (a — d,a) e portanto f'(a) = f (a) = lim,_, - w > 0.

Outra solugao: Suponha, por absurdo, que f'( lim, o (f(x) — f(c))/(z —a) < 0. Segue do teorema da
f(a))/(z —a) < 0, para todo = € (a —e,a + €). Note

que podemos assumir que € < ¢, assim obtemos zg € (a — €,a) tal que (f(zo) — f(a))/(zo — a) < 0. Como

a) =
permanéncia do sinal existe ¢ > 0 tal que (f(x) —

2o < ag entdo f(xg) > f(a), o que contradiz o fato de f ser crescente em (a — §,a + 0)

b) Se b é ponto de méximo local de f entao f’'(b) = 0.
Como b ¢é ponto de maximo de f, existe § > 0 tal que f(z) < f(b),Vx € (b—6,b+ ). Agora:
Se x € (b—6,b) temos © —b < 0e f(z)— f(b) <0, logo f(b) =lim,_,- (f(z) — f(b))/(x —b) > 0.
E para y € (b,b+0) temos y —b > 0 e f(y) — f(b) <0, logo f(b) = lim,_,+ (f(x) — f(b))/(x —b) < 0.
Como f é derivavel entao f/'(b) = f1.(b) <0e f'(b) = f'(b) <0, ou seja, f'(b) =0.

2. Sejam f : [a,b] — R uma fungao continua em [a, b] e derivdvel em (a,b).

a) Se f'(x) = 0 para todo x € (a,b), mostre que f é uma fungao constante;
Sejam z,y € (a,b) dois pontos quaisquer. Supondo x < y, pelo teorema do valor médio obtém-se ¢ € (z,y)
tal que f(y) — f(z) = f'(c)(y — x) = 0. Logo, f(y) = f(z), para todo z,y € (a,b).

b) Se f’ é constante, mostre que existem p, ¢ € R tais que f(z) = pz + q.
Como f’ é constante, seja p = f/(z). Pelo teorema do valor médio, para cada = € (a,b) fixado, existe
¢ € (a,z) tal que f(z) — f(a) = f'(¢)(x —a) = p(x — a). Logo, f(x) = px + [f(a) — pa]. Chamando
q = f(a) — pa, teremos f(z) = px + q, para todo = € (a,b).

Outra solucao: Como f’ é constante, seja p = f’(x). Considere agora a fungao g(z) = pz. Como (f —g)’ =0,
segue do item anterior f — g é constante. Logo existe ¢ € R tal que f(z) — g(z) = ¢, assim f(x) = pz + q,
para todo = € (a,b).

3. Seja f : R — R uma funcao derivavel no ponto a € R:

a) Prove que f é continua no ponto a;
Como

—a) = lim fl@) = fla) lim(z —a) = f'(a)-0=0,

T—a Tr—a T—a

lim [f(x) — f(a)] = lim

Tr—ra r—a

[f(x) - f(a)] .

Tr—a

entao lim,_,, f(z) = f(a) e f é continua no ponto a.

b) Dé um exemplo de uma funcao f derivdvel em a € R, tal que a derivada f’
nao seja continua no ponto a.
Basta tomar f(z) = x?sen(1/x), se  # 0, e f(0) = 0. Para z # 0 a fungao f é derivdvel, com f'(x) =
2xsen(1/x) —cos(1/x), e

£(0) = lim f(@) — £(0) — lim x%sen(1/x)

z—=0 1 —0 z—0 x B ;gr%)a:sen(l/a:) =0

Logo f é derivdvel na reta toda, porém f’ nao é continua na origem. Para ver isso, basta ver que as sequéncias
= (2n7)"! e y, = (7/2 + 2nm)~! convergem para zero, enquanto que f'(x,) — —1 e f'(y,) — 0. Logo
lim, o f'(x) nao existe.



4. Seja f : [a,b] - R a fungéo definida por f(xz) = 5, para = € (a,b] e f(a) = 2. Prove que f é

. ’ b

integravel e calcule fa flx

Seja P ={a=1ty <t <. < tn = b} uma partigao de [a,b], entdo my = 2, M; =5 e para j > 2 teremos
m; = M; = 5. Logo S(f; P) —s(f; P) = 3(t1 — to), para qualquer partigao P

Agora, dado € > 0, seja P uma partigdo com ¢; — to < €/3, entdo S(f; P) — s(f; P) = 3(t1 — to) < e. Isto
prova que f é integravel. Além disso, como S(f; P) = 5(b — a), par toda parti¢do P, entao

b
/ flx)dx = iI;fS(f;P) =5(b—a).

5. Dada f : [a,b] — R uma funcao limitada e integrével, defina a fungao F : [a,b] — R por F(x) =
fax f(t)dt. Mostre que F é lipschitziana, ou seja, que existe k > 0 tal que

|F(z) — F(y)| < klz —y|, Yo,y € [a,b].

Como f é limitada, existe k > 0 tal que |f(x)| < k, para todo z € [a,b]. Segue das propriedades de integral

que
()t — /J f(t)dt’ _

f(t)dt‘g / If()ldt < / kdt < ko —yl.
Yy Yy Yy

|F(z) = F(y)|

F(t)dt + /J f(t)dt’

6. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Chamamos de parte positiva e parte negativa de f as
funcoes f4, f— : [a,b] — R definidas por

_ @), se fmy =0 L [=f(@), se f2) <O
frla) = {0’ e fl) <0 f( )—{07 o 20

a) Mostre que f+ — f- =f e fyr+ f-=|fl;

Para f(z) 2 0 temos fy(z) — f-(z) = f(2) + 0= f(z) e f1(z) + f-(2) = f(z) + 0 = f(z) = [f(z)].
E para f(z) < 0 temos fy(z)—f-(z) = 0—(=f(z)) = f(z) e fy(z )+f () = 0+ (=f(2) = —f(z) = [f(2)].
Logo, para todo z € [a,b] temos f1(x) — f-(x) = f(z) e fi(z)+ f-(x) =|f(z)].

b) Prove que f_ e fi sdo integraveis se e somente se f é integravel.
Supondo que f_ e fi s@o integraveis, como a soma de funcoes integraveis é integravel entao f = fi — f_
é integrdvel. Por outro lado, supondo que f é integravel, temos também que |f| é integrdvel. Como f; =
I+ f _ =7
MITL o f =
2 2

, segue que fy e f_ sao integraveis.



