32 Prova de Analise na Reta
27/11/2018

¢ Entregue 5 questoes resolvidas até as 17h30 ¢

1. Seja g : [¢,d] — [a,b] uma fungao de classe C' e f : [a,b] — R uma funcio continua. Mostre
que a seguinte formula de mudanca de variaveis é vélida:

g(d) d
z)dxr = "(t)dt.
/g(c) f() / Flo(t)d (H)dt

Como f é continua, pelo Teorema Fundamental do Célculo ela possui uma primitiva F' : [a, b] — R,
logo

g(d)
/ f(t)dt = F(g(d)) — F(g(c)). *)
g

Pela regra da cadeia, (F o g)'(t) = F'(g(t))d'(t) = f(g(t))g'(t), para t € [c,d]. Isso significa que
(F o g) é uma primitiva de (f o g)g’. Logo

d
[ #al)g 0yt = (F o g)(d) ~ (F o g)() = Flg(d)) - Flg(e)). )
De (*) e (**) segue o resultado.

2. Seja f :[a,b] — R uma fungao continua. Mostre que existe ¢ € [a, b] tal que

/ F()dt = f(c)(b— a).

Sejam m = inf{f(z);a <z <b} e M =sup{f(z);a <z < b}, entdo m < f(x) < M,Vz € [a,].
Multiplicando m < f(x) < M por 1/(b— a) > 0 e integrando no intervalo [a, b] teremos

T IR I
= < — < — M dx = M.
m b—a/amdx_b—a/af(x)dx_b—a/a dz

1 x
Como a fungao F(x) = P / f(z)dz é continua no intervalo [a,b], segue do teorema do valor
—a,

intermediario existe ¢ € [a, b] tal que

b
1O = 5 [ 10



3. Usando a defini¢ao de logaritmo a partir da integral da fungao 1/t prove que:

a) log(zy) = log(z) + log(y), para todo x,y > 0;

Y dt T dt Y dt (x) [*dt Yd
log(zy) = / i / s +/ s ) / s + = log(z) + log(y)
1 1 x 1 1 <

em (%) fizemos a mudanga de varidveis xz = ¢, assim xzdz =dt e 1 < z < y.

b) log(z*) = klog(z), para todo z > 0 e k € Z.
Pelo item anterior temos log(2x) = log(z+x) = log(z) +log(x) = 2log(x), para todo = > 0. Segue,
por inducao matemética, que log(xz™) = nlog(x), para todo x > 0 e n natural. Para n = 0 temos
log(z?) = log(1) = 0 = 0log(x), para todo = > 0. Finalmente, como

log(xz™") 4 log(z") = log(z™"z") = log(1) =0

entao, para todo n natural, log(xz™") = —log(z™) = —nlog(x). Daqui segue que log(z") = nlog(z),
parax >0en € Z.

4. Fixado « real, considere a func¢ao f, : R — {0} — R definida por f,(z) = 1/x%, para = # 0.
Calcule as seguintes integrais impréprias:

) [ s

1 1
1 1
Para o = 1 temos / fi(x)dx = / —dr =1lim [ —dz = limlog(x)
0 0 e—0

T e—0 /. T

= — lim log(e) = +o0.
€ e—0

E para o # 1 temos

1
1 1 el—a se a < 1

€ e—0 |1 —« 11—« +00 sea>1

1 1 1 11—«
/ fa(x)dx = lim —dzr = lim *
0

—0 ), x¢ e—01 — «

+oo

b) folz)dz

1

400 1 A 1 A
Para a =1 temos . fi(x)dx = /1 de = Ah—{%o 1 Edw = Ah_r)réo log(w)’l = JEI;OIOg(A) = +00.
E para o # 1 temos

e%e] ) A 1 . xl—a A . Al_a 1 “+00 se a < 1
—dz = lim —dr = lim = lim — = 1
1z A—oo J1 Aol —all Ao |l—a 1—« : sea>1
. sen(nx)
5. Considere a fungao definida pela série f(z) = Z —
n
n=1

a) Mostre que f estd bem definida na reta toda;

Como [sen(nz)/n?| < 1/n?, para todo z, e a série numérica Y 1/n? converge, segue do teste M de
Weierstrass que a série Y sen(nz)/n? é uniformemente convergente em R. Em particular, f estd
bem definida na reta toda.



1
b) Calcule a derivada de f e a integral / f(z)dz.
0

Como a série Y sen(nwz)/n? é uniformemente convergente na reta, entido ela pode ser derivada
termo a termo em qualquer ponto, e integrada termo a termo em qualquer intervalo compacto da
reta, assim

n=1 n=1 n=1
/1 i sen(nz)  ~— /1 sen(nx) P 2. — cos(nx) ‘1 21— cos(n)
—_— —ar = —_—mm = —_—mm
T = ; 3 D
0 n=1 " n=1"0 n n=1 n 0 n=1 n
o0
:v - 2
6. Considere a série de poténcias f(x E
n=1

a) Encontre o raio de convergéncia desta série;

1 1 2 2 2 1
Gt gy MO DT i im b =1, cntio
an 1/n (n+1)2 n?(1+41/n)? (14+1/n)?

o raio de convergéncia é R = 1.

Como lim

b) Determine o intervalo de convergéncia (nao esquega dos extremos do intervalo)
Como o raio de convergéncia é R = 1, a série converge no intervalo aberto (1,3). Agora, parax =1

: . 1 : .
e r = 3 as séries numéricas E 2) e g Q convergem, logo o intervalo de convergéncia de
n

n2
fz) €1, 3].
7. Suponha que lima,, = L # 0 e considere a funcao f(z Z an,x". Mostre que:

(a) a série acima tem raio de convergéncia R = 1;

i L
Como lim e [t u =1, entao o raio é R = 1.
hm\an| |L|
/ f(t)dt = + : 2" para todo z € (0,1);

Como a série Zanm converge uniformemente no intervalo [0,z], para cada = € (0, R), entao
podemos integra-la termo a termo obtendo

tn-‘rl

/Oa:f(t)dt:/ <Zant”> dt = Zan/ ¢ da:_z::ann+1

(c) a série do item (b) acima também possui raio de convergéncia R = 1.

xT

> a
Z _: - xn—i—l
n
n=0

Note que o termo geral da série do item (b) é A,, = aj T Como
n
tim | AnL| = gy |G/ D] g e n | [ n_
A, n—00 an/n n—oo| ap, n+1 n—oo | ap n—oo n + 1

entao o raio de convergéncia desta série também ¢ igual a 1.



