CAPITULO IV

=4

0OS NUMEROS RACIONAIS

1. Introdugéo

Sempre que a divisio de um inteiro por outro nic era exata, os egipcios
antigos, ja por volta do ano 2000 a.C., usavam fragBes para exprimir o resul-
tado. E usavam também fragGes para operar com seu sistemna de pesos € me-
didas.

Contudo, por razbes dificeis de explicar, com exce¢io das fragbes 2 €
e is vezes, 0s eglpcios usavam apenas fragdes unitdrias, ou seja, fragBes cujo
numerador é 1. Por exemplo, no problema 24 do papiro Rhind {cerca de
1700 a.C.) no qual o escriba pede que se efetue a divisdo de 19 por 8, a respos-
1a € dada, usando a nossa notagdo, por:

1 1
24 r + 0

Embora os egipcios nio adotassem sempre o mesmo procedimento,
pode-se mostrar que toda fragio entre 0 e 1 € soma de fracSes unitdrias, o que
representa uma garantia tedrica para essa opgio.

Alids, o uso das fragbes unitarias, além de nao ficar confinado ao Egito an-
tigo, se estendeu por vérios séculos. Basta dizer que Fibonacci, no seu j4 citado
Liber abaci, escrito no século XIII d.C. (cap. II, itern 11), ndo 86 as usava como
fornecia tabelas de conversio das fragSes comuns para unitarias, £ que, embo-
ra uma das finalidades dessa obra fosse divulgar os numerais indo-ardbicos e 2
notagio decimal posicional, Fibonacci ndo chegou a perceber a grande vanta-
gem deste sistema: sua aplicabilidade para exprimir fra¢Bes. Por exemplo:

1
4

Mas convém registrar que os babilbnios, 2 000 anos antes de Cristo,

apesar de algumas ambigiiidades, decorrentes de nio contarem com um sim-
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bolo para o zero e outro para a separatriz, conseguiram estender o principio
posicional as frag@es no seu sistema de base 60. Por exemplo, o numeral

que, como j4 vimos no capitulo I, poderia representar o inteiro 1 + 1 - 60 = 61,
também poderia ser uma representacio de

1
'+ %0

Na verdade o uso da forma decimal para representar frages, tal como em
% = 0,25, somente comegaria a vingar apds a publicagio, em 1583, de um
pequeno texto de Simon Stevin (1548-1620) intitulado De thiende (O décimo).
Embora a essa altura a forma decimal j& nio constitufsse uma novidade para
os especialistas, esse trabalho de Stevin alcangou grande popularidade ¢ conse-
guiu seu intento, que era ensinar a ‘‘como efetuar, com facilidade nunca vista,
todos os cdlculos necessdrios entre os homens, por meio de inteiros sem fra-
¢Bes’’. A notagio inicialmente usada por Stevin acabou sendo melhorada com
o emprego da virgula ou do ponto como separatriz decimal, conforme suges-
tio de John Napier (1550-1617), feita em 1617,

2. A divisdoem Z

Sejama,b€Z,b # 0. Se a ¢ miltiplo de b, entio existe um vnicoc € Z
de maneira que 2 = be. Este elemento ¢ € chamado guociente de a por b e costu-
ma ser indicado por:

a .
cz—b-ouc=a.b

A operacio que a cada par (a, b), nas condigbes expostas, associac = a . béa
divisdo em Z. Portanto a divisdo em Z s6 cstd definida em

{(a, ) EZXZ:b # 0cbla}

Mas certas questdes corriqueiras ao homem h4 milénios, como a citada
no item anterior de dividir 19 por 8, embora envolvendo s6 ndmeros intei-
ros, nido admitem uma resposta no Ambito de Z. E, coerente indicar essa

19 .
resposta por —g-, Uma VeZ que se o primeiro mimero fusse 16 cla se expri-

—6—. Cumpre entio ampliar Z convenientemente de maneira

miria por 2 = 8

180

a poder abarcar todos os quocientes % (2, b €EZ, b # 0) que possam surgir

de questSes da mesma natureza da que acabamos de lembrar.

Essa ampliagdo, tal como no caso de IN para Z, pode ser feita de duas
maneiras: elementarmente, agregando-se a Z os novos quocientes ¢ definindo
no conjunto resultante as operagdes e a relagdo de ordem convenientes; ou for-
malmente, construindo a partir de Z um novo conjunto, com os requisitos de-
sejados, mas de tal modo que uma de suas partes possa ser identificada plena-
mente com Z. E claro que historicamente o caminho seguido foi o primeiro.

Optamos por fazer a construgio formal do conjunto dos mimeros racio-
nais (a ampliagio pretendida de Z) j4 no corpo do capftulo porque, além de
um pouco menos penosa que a de Z, é mais difundida, mesmo em nivel ele-
mentar, e portanto trata-se de algo certamente mais familiar ao leitor.

3. Numeros racionais: construgdo, operagdo e
relagcdo de ordem

SejaZ* = {m €Z|m # 0} e consideremos sobre Zx Z* = {(m, n)|m €Z,.
n € Z*} a relagio "V definida por
(m, n) ™~ (p, q) s¢, ¢ somente se, mq = np
Para " valem as trés propriedades que caracterizam uma relacio de
equivaléncia, ou seja:
i (m, n) "~ (m, n), para todo {m, n) € Z x Z* (reflexiva)
ii (m, n) "V (p, Q) = (p, @ "V (m, n) (simétrica)
iii (m,n) "™V (p,Qep,qQ ™V (s} = (m,n)"V(r, s)(transitiva)
Verifiquemos iii j4 que i e ii decorrem diretamente da definigio de "~
Por hipétese: mq = np e ps = qr. Multiplicando a primeira dessas igualdades
por s ¢ a segunda por n, resulta: mqs = nps e nps = nqr. Daf, mqs = ngr e
portanto, cancelando q, o que é possfvel pois q € Z*, obtém-se ms = nr.-
Donde (m, n) v (r, s).
Logo a relagio " determina sobre Z x Z* uma parti¢io em classes de
equivaléncia. Para cada par (m, n) € Z x Z*, a classe de equivaléncia  qual
esse elemento pertence serd indicada por %r . Ou seja:

m

={(x, Y) €EZxZ*|(x, y) "~ (m, n)} = {(x, y) EZ x Z*|nx = my}

Por exemplo:
5 =60 y) EZxZ12x =y} = {(1, 20 (-1, 2% (2, 4% (-2, ~4% ...}
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Devido i propriedade reflexiva, é claro que (m, n) € %, para todo
{(m, n) EZ x Z*. Além disso, como
m

=5 = 0V

(resultado da teoria das relagBes de equivaléncia), entio:

Por exemplo:

O conjunto quociente de Z X Z* por ~\, ou seja, 0 conjunto de todas as
classes de equivaléncia determinada por A sobre Z x Z*, serd designado por

Q. Logo:

Q={%|(m,n)€lxl‘}

Assim, cada 2 € Q admite infinitas representaces _1:1'1_ (m&EZ;

n € Z*). Em cada uma delas m € o numerador e 1 o denominador. Dois eleren-
tos a, b € Q) sempre admitem representagdes de denominadores iguais. De

m X -
fato,seas? eb-—-?.,cntao

pois m(ns) = n(ms) e r(ns} = s(nr).

Os elementos de § sio chamados niimeros racionais desde que se definam
adigio, multiplicagio e relacio de ordem, conforme o faremos nos itens se-
guintes.

3.1 Adigdo em Q

DEFINICAO 1 Sejama = = ¢b = — clementos de Q.. Chama-se

soma de a com b ¢ indica-se por a + b o elemento de §) definido da seguinte
maneira:

ms nr _ ms+ nr

ns ns ns

182

Mostremos que a soma a + b independe dos pares ordenados escolhidos

. m m’ r r’ o
para definir ae b. De fato, se a = —~ = - eb=?=?,entao

mn' = nom’ e rs’ = sr’

Multiplicando a primeira dessas igualdades por ss’ e a segunda por nn’ e so-
mando membro a membro as relagdes obtidas

msn’s’ + rms’n’ = nsm’s’ + nsr’n’
ou seja
(ms + rn)n’s’ = ns(m’s’ + r'n’)
0 que garante
ms+m _ m’s’+r'n’

ns n’s’

Portanto a correspondéncia

(a,b) — a+h,

conforme a definicio 1, € urna aplicagio e, portanto, trata-se de uma operagio
sobre () , & quat chamamos adias em @

Para a adigio em ) valem as seguintes propriedades:
a;{a+by+c=a+(b+c), ¥a,b, c €EQ (associativa)
a; a+b=>b+a, ¥a, b, € (comutativa)

a; Existe elemento neutro: € a classe de equivaléncia —? = % =..., que
indicamos por 0 apenas. De fato
m 0 m-14+0-n m- ] m
—_ + — = = —
n 1, n-1 n-1 n

para todo—r:;l— € Q.

a, Todo a € ) admite simétrico aditivo (oposto) em ) : se a = | entio
n
—a=— , pois:
m -m mn + (—m}n _ o =0
n n nn nn

Usaremos a notagio ¢ ={a € Q) |a # 0}.
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DEFINICAO 2 Se a, b € Q, denomina-sc d:feren;a entre a € b, €

indica-se por a — b, o seguinte elemento de @
a—b=a+(-b)
Como (~b) € @), para todo b € @, entdo
(a,b) —~ a-b

¢ uma operagio sobre { , & qual chamamos subtragdo em Q) .
Tal como ocorre em Z (cap. 111, 3.1), valem em ) as seguintes proprie-
dades, envolvendo a idéia de oposto e de subtragio:
—(a+b)=—-a-b
(a—b)+b=a
a+x=hb = x=b-a
a+b=a+c¢c = b=c

»

Para demonstr-las, o procedimento pode ser o mesmo usado para Z.

3.2 Multiplicagdo em Q

DEFINIC/IO 3 Chamamos jprodute de a=

m
TECQ por

b= % € () o elemento

ab=a-b= -“lr- €EqQ
o qual, pode-se mostrar (tal como foi feito para a soma em 3.1), nio depende
das particulares representagbes tomadas para a e b.
A multiplicaggo em ) € a operagiio definida por
(a,b) —= ab
para quaisquer a, b € Q.
Valem as seguintes propriedades:
m, a(bc) = (ab)c, ¥a, b, c € Q) (associativa)
m, ab = ba, ¥a, b, € @) (comutativa)

m, Existe elemento neutro: é a classe

que indicamos simplesmente por 1. De fato:

1 n-1

El_.l m-l_m
n “n

para todo % cqQ

my Todo a € Q, a # 0, admite simétrico multiplicativo (inverso): se

a=

2|8

- ., I
entao m # { e daf =y € q) e portanto

Indicando por a™', como € praxe, o inverso de a, entio

Disso decorre também que se a # (:

wre(a) -2

Qutro fato importante no que se refere aos inversos € que se a e b sio ele-
mentos nio nuwlos:

(ab)' = a~'b~!
De fato, como

{ab) (a'b™") = (aa™') (bb~") = 1

entio efetivamente a~'b~! € o inverso de ab.

d A multiplicacﬁo é disiributiva em relacfio 4 adigio:

alb+c)=ab+ac,¥a, b, cEQ

Nota (sobre a nogiio de corpo): Suponhamos que sobre um conjunto
K # @ estejam definidas uma ‘‘adigio’ e uma ‘‘multiplicagdo’’, a primeira
(segunda) associando a cada par de elementos a, b € K um nico elemento,
também de K, que se indica por a + b (respectivamente ab ou a - b) chama-
do soma de a com b (respectivamente, produto de a por b), de modo que:
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i (a+b)+c=a+(b+c)e(ab)c = a(be), para quaisquer a, b,cEK (va-
lem as propriedades associativas).

ii a4+ b =b + ae ab = ba, para quaisquer a, b € K (valemn as propriedades
comutativas).

4ii Fxistem elementosu, e E K demodoquea+u=a(va€EK)ea-e=a
(va € K), ou seja, existem elernentos neutros para ambas as operagdes.
Para facilitar a notacao é comum fazeru =0ece=1.

iv Para todo a € K existe 2’ € K, de modo que a + a2’ = 0 (todo a € K ad-
mite simétrico aditivo a’); e para todo a € K* = K — {0} existe a”’ €K,
para o qual se verifica aa’’ = t (a’’ € o simétrico multiplicativo de a). A
notagio usual para os simétricos €: 2’ = —aea’” =a”.

v para quaisquer a, b, c €K

a(b+c)=ab+ ac
(a multiplicagdo € distributiva em relagio 2 adi¢ao).

Nessas condigBes diz-se que sobre K estd definida uma estrutura de corpo
ou, simplesmente, que K & um corpo. Essas designacbes sao tiradas da dige-
bra. Note-se que todo corpo € um anel comutativo (ver exercicio 364).

Logo, © é um exemplo de corpo. Outro exemplo j visto neste texto éo
do conjunto Z,, para m primo, com a adi¢do e a multiplicagdo médulo m
(Apéndice III, cap. III). No capftulo V estudaremos ¢ corpo dos mimeros
reais.

Convém ainda destacar os seguintes resultados para a multiplicagao

em ) :

a(b —c)=ab —ac
a=-0=0

a(—b} = (-a)b = —(ab)
{(—a){(—b) = ab

Todas essas propriedades podem ser provadas como as respectivas de Z
(cap. 111, 3.2).
eab=0 = a=0o0oub=0
Prova: Supondo a # 0, entdo de ab =0 decorre a'(aby=a"'-0=0.
Como a~}(ab) = (a'a)b =1 -b=bh, entdo b = 0.

e (ab=aceaz#0) = b=c

Prova: ab=ac = ab+ [—(ac)]=0 =
= ab+a(-c)=0 = ab-0=0 B b-c=0 = b=c

Na verdade, as duas dltimas propriedades (lei do anulamento do produ-
to e lei do cancelamento da multiplicacio) sdo logicamente equivalentes entre
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si. A demonstracio que acabamos de fazer mostra que a ltima lei citada é

conseqiiéncia da primeira. Quanto a reciproca, supondo a # 0 e ab = 0, como

0=a-0,entdo ab = a - 0 e, pela hipbtese, b = 0.

e Paratodoa EQ* ax=b += x=a"'b.

= Da hipétese segue que a™'(ax) =a~'b. Masa™'(ax) = (a'a) x = 1 - x = x.
Logox = a™'b.

«= Como x = a~'b, entio

ax=a(a'b)=(aa)b=1-b=b

DEFINI GAT O ¢ Entendemos por divisde em § a operagiio de §} x Q*
em Q definida por '

(a,b) — ab™
O elemento ab™' é chamado guaciente de a por b € pode ser indicado por a @ b.

Por exemplo, se a = 2 eb= L entio:

3 5°
2 (L"_Q 5 10
aib=3 5) =3 1773

Para a divisdo em {) vale a seguinte propriedade: sea,b,c€EQ ec # 0
entdo: ’

{a+b)ic=alc+b:c

De fato, se ¢ = —;~(r,s€Z‘), entio:
) 8
(a+b).c=(a+b)-?=a°%+b-%=a:%+b:—:—=a:c+b:c.

-

3.3 Somas e produtos de mais de dois
elementos em @

A maneira de estender o conceito de soma e o de produto para n ndme-
ros racionais (n > 2) segue o procedimento de sempre em situac@es andlogas.
Sea,, a,, ..., a, € @ (n > 2), por recorréncia definem-se

a,+a,+...+a,=(a,+a,+...+a, ,)+a, e aa,...a,=(a;a,...2,_ )2,

ou, com os s{imbolos usuais de somatério e produtdério:

u-(3 )

n
i=1 i=1 =

i=1

n—1
a; =( ﬂ a-,) a,

i=1
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Se fizermos, paran = 1,

n n

z a,=a, € [ &=2a,

im1 i=1
torna-se mais facil expressar (¢ até provar) algumas propriedades envolvendo
n nidmeros racionais {n z 1). Destaquemos a generalizacio da propriedade
- distributiva da multiplicagio em relagio 2 adigdo (cuja demonstragdo € andlo-
ga i que foi feita no cap. I, 4.3, para IN): sea, by, by, ...,b, €EQ (n = 1),
entao

a(% bi)=§nl ab))

Mas também podemeos generalizar propriedades mais especificas de Q).
Por exemplo, s€ a,, 25, ..., 3, € @Q*, entao

n -t n
i) -i-

ou seja, ‘‘o inverso de um produto de elementos ndo nulos é o produto dos in-
versos’’. De fato:

n=1:(1?[ ai) =a1"=1l:[ a]'
\ )

i=1

[

Vamos supor (T[ ai) = & rz1)

i=1 i=1

r+1 | r - e
n=r+1:9f a7 =[P & |31 =

=1

_( r )—1 e [( r ) l-l =( 4l I)—l
=T & ar = |{TI 2] & &
im1 im1

Note-se que em ( *) usamos a hipdtese de indugio e que em (**} o fato de o re-
sultado ser vlido para n = 2, o que jé havia sido demonstrado em 3.2.

Exemplo 1: Sejaa € Q,a # 0. Paraum inteiro m qualquer, entende-
se por poténcia m-ésima de a 0 elemento a™ € Q assim definido:
Se m 2 0, recursivamente por

a’=1 )
a™! = a" - a, sempre que m 2 0.
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Se m < 0, entao:
a'ﬂ = (a-l)—m

Essa defini¢ao implica que, quand . m
tores). plica que, quandom > 0, entica™ = a - a... 2 (m fa-

Mostremos que a™ - a® = a™*" )
quer m, n cZ. d a para todo a€ 'D-. = Q —{0} € quals-

Primeiro notemos que mesmo quando n < 0 vaie a" - a = a"*' De fato
se n < 0, entdo —n = p > 0 e, portanto: ,

a"ca=@'Yra=[@'yY'a'lra=(@'yY'-(a'-a)=
- (a—I)P—I = (a—l)—n—l = (a-l)—(n+l) = an+] ) ( a)

Suponhamos um dos ex ' e .
. poentes positivo (digam
por indugiio sobre ele. (digamos n 2 0) e procedamos

n= 0 - am R a(! — an. R 1 = aru . am_‘_g

Suponhamosr z G ea™: a" = a™"

I
Y

n=r+1:

m ., _r+l _ _m
a -a’ =a '(ar'a)=(am‘ar)-a.=am+r-a=a(m+'}+1=am+(r+‘1

Por iltimo, se m, n < 0, entdio m + n < Q e, portanto:
mbn __ b =1y 1= .
a = (a ) mny (a 1){ m)+ {-n} _ (a—l)-m . (a—l)—n =a™.a"
Registremos ‘ainda que, por definigdo, para todo m € IN*:
0"=0
Propomos como exercicio a demonstragio das seguintes propriedades:

» (am)n = a'run‘ va E Qt e Vm, n EZ
e @)'=(@')=a",va€EQ*eVn EZ.

3.4 Relagédo de ordem em Q@

Seja a = % € Q. Como

m -1
A= +— = ——
n —n
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pois m(~n) = n{—m), entdo sempre podemos considerar, para todo a € ),
uma representagio em que o denominador seja maior que zero (em Z).
Por exemplo:

2 -2 -2

— = — & —

-3 3 -3
DEFINICAO 5 Scjam a ¢ b elementos de @ e tomemos, para cada

- m r . .
um deles, uma representagao a = - ¢ b= < e que o denominador seja

2
3

estritamente positivo. Nessas condi¢Bes, diz-se que a ¢ menor que ou iguala b, e
escreve-s¢ a% b, se ms€ nr (obviamente esta Gltima relagio é considerada
em Z). Equivalentemente pode-se dizer que b ¢ maior que ou igual a a ¢ anotar
b 2 a. Com as mesmas hip6teses, se ms < nr, diz-se que a ¢ menor gue b (nota-
¢do: a < b) ou que b ¢ maior que a (notagio: b > a).

Por exemplo:

-2 1

3 < Y porque —8 < 3
5 4

e 4
5 > 5 porque 25 >2

Pode-se mostrar que a definigdo 5 nio depende dos pares ordenados
eventualmente escolhidos para expressar a e b.

Um elemento a = % € @ onde n > 0, se diz positivo se a 2 0. Lem-

brando que 9 = %, entio:

a=z0 ¢=.‘0-l—:—:—)% s mz=0

Quando a > 0, o que equivale (supondo como sempre n > 0)am > 0, ase diz
estritgmente positive. Se a € 0 (<= m € 0 se n > 0), diz-se que a € negativo ¢ se
a< 0 (= m<0sen>0), entio o elemento a ¢ chamado estritamente ne-
gative.

Exemplo 2: Scjam a, b € Q. Mostremos que se a > b, entdo existe
h €@, h>0, de maneiraque a=b +h,

De fato, suponhamos a = —: eb= —:_.-, onde s > (0. Como

r
5

t
o

entio r > t (em Z) e, portanto, existe n €Z, n > 0, de modo quer =t + n.
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r _t+n t n
—_——=— —
5 g 8 s
onde
]
poisn > 0,

Mostraremos a seguir que <, conforme definigio 5, é uma relagio de
ordem total sobre O, compativel com a adi¢o e a multiplicagao definidas em
3.1 e 3.2, Para tanto admitiremos que todos os denominadores que intervie-
rem nos enunciados das propriedades sejam inteiros estritamente positivos.

m m
Y
Evidente, pois mn £ nm

0, (reflexiva)

m r r m m T
O, — £ —e—% — = — = — (anti-simétri
2 n s s n n 5 ¢ ctrica)
Como ms € nr e rn € sm (em Z), entdo ms = nr. Logo:

I r
n s

m r
0, - Q—S—C%Q—g— = % Q—g—(transitiva)

De fato, como ms € nr e rq £ sp, multiplicando a primeira dessas rela-
gbes por q > 0 e a segunda por n > (:
msq & nrq e rqn § spn

Daf, usando a transitividade de € em Z,

msq £ Sph
E, uma vez que s > 0, pode-se concluir que
mg & pn
Logo:
m P
n q

m T r m

O, — < —ou—g —

n 5 8 n
Evidente, pois em Z: ms € nr ou nr € ms.

Nota: As propriedades O, a O, garantem que <, conforme definicio 5, &
uma relagdo de ordem total sobre Q.
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mel mi P B P 3 ¢
0, —<— = — +q€s+q,paratodoqEQ(éecompatwel
com a adigdo de Q).

De fato, como por hipétese ms € nr, entio msq” € nrq’, e daf:

msq’ + pnsq € nrq® + pnsq

Ou seja:
(mq + pn)sq € nq(rq + ps)
Donde:
_I_H_+L= mq+np€ rq + ps =L+L
n q nq 5q 3 q

O, DglfeogtE = oL Py L-Ji(g & compativel com a mul-
n s q n q s q
tiplicacdo de @ ).
Por hipétese, ms € nre p > 0 (além den, s, q > 0). Assim pq > 0 e por-
tanto

(ms)(pq) € (nr)(Pq)

ou
(mp)(sq) € (nq}(rp)
onde sq > 0 e ng > 0. Logo:

Nota: Seja K um corpo e suponhamos que sobre K esteja definida uma
relagio € tal que: i a € a (reflexiva); iiagbebg€a = a="b (anti-simé-
trica); iiia € beb € ¢ = a € c (transitiva); iva € boub £ a, para quais-
quera, bE K;va€ b = a+c< b+c paratodocC K(g ¢ compativel
com a adi¢io de ); vi a < be 0 € ¢ = ac € be (€ é compativel com a
multiplicacdo de Q). Nessas condicBes diz-se que K & um corpo ordenado.

Portanto Q@ € um exemplo (evidentemente muito importante) de corpo
ordenado. Porém o exemplo mais importante € o dos mimeros reais — a ser
focalizado no capitulo V.

Se K é um corpo ordenado e se a, b € K, escreve-se a< b para indicar
que a< bea # b. (Esse conceito € coerente com a relagio “‘x é menor que y"
conforme definigio 5.) Para a relagio < num corpo ordenado K, vale a lei da -
cotomia: **Para quaisquer x, y € K, ou x = youx < you y< X, exclusivamen-
te’’. De fato a propriedade iv impde que x € y ou y € x; assim, se x ¥y,
entdo x < y ouy < x. Nio se pode ter simultaneamente x < y € y < x pois isto
equivalea(x € yex#y)e(y S xey #x),doqueseguex =yex #y.
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Outras propriedades:

As I?ropricda.des en_unciadas a seguir, envolvendo as relagBes €, > e «
sobre €, independem todas de m,, razio pela qual podem ser demonstradas
tal como as correspondentes de Z.

Se, a, b, ¢, d, a;, b; indicam elementos genéricos de @, entdo:
¢agh «— 0g£b—-2 < —bg-a
¢ a<b = 0<b—-a « —h<—a
*aghecg£d = at+tc€b+d
. aini(i=l,2,...,n) = z aié z bi
i=1 el

e Bea b (i=1,2,...,n)e, paraalgumr, 1 £ r < n, a, <b,, entio

> <3
i=1 im1

® Regras de sinais: ia>0eb>0 = ab>0:iia<0eb<0 = ab>0
ilia<0eb>0 = ab< 0 '

¢ a’> 0;a’ > 0 sempre que a # 0

ea<bec>0 = ac<he

* a<bec<) = ac>hc

s acg bcec>0 = aghb

* > 220,y al=0 < a=0(=12..,n)

[ iml

PROPOSICAO 1 Para quaisquer a, b € Q):
i@a>0 = 2a'>0e(@a<0 = a' <0)
ii (0<a<l = 1<aNe(l<a = 0<al<1)
iii0<ach = 0<bf<a!
iva<b<0 = bl<a'<0
Demonstracdo:
i Comoa™' # 0, poisa™ - a2 = 1, entao (a~')* > 0. Desta relagio e da hipé-
tese 0 <{ a decorre:

0 . (a—l)2 < a- (3—1)2
Ou seja: 0 < 2a7'. Fica como exercicio a demonstragao da segunda parte.
ii Come a~' >0, em virtude de i, entio multiplicando os termos de
0 < a < 1 (hip6tese) por a~':
O-a'<a-at<l-a!

0 que implica 0 < 1 < a~ .'A demonstrag¢do da segunda parte € analoga.
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iii Comoa~— > 0eb~! > 0 em virtude da primeira parte, entdoa™ - b™" > 0.
Multiplicando os termos de 0 < a < b (hipétese) por a™' - b™":

0-2'-b")<a- @' b Yy<b: (@' b

Donde: 0 < b <a™, )
" iv Fica como exercicio. ]

3.5 Imersédo de Z em Q (os inteiros como
particulares niimeros racionais)

Consideremos o mimero 2 € Z ¢ 0 elemento
8 .
T = (2, 1 (-2, =1 (4, 2; (4. -2); ...}

por exemplo. E de se esperar, tendo em vista o objetivo da construgio de @,
que tais elementos possam ser identificados. Mas o que justificaria essa identi-
ficagHo se se trata de coisas que num primeiro exame se mostram muito dife-

rentes?
Sejaf:Z — Q definida por:

f(m) = iil, vymEZ

Para essa aplicagdo vale o seguinte:

s f(m) = f(n) = % = L = m=ne, portanto, f é injetora.

1
¢ Para quaisquer m, n € Z:

flm + n) =

MED - T+ = fm) + ()

e Para quaisquer m, n €Z

e Se m £ n, entdo:
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Essas propriedades de f significam que a imagem de Z por f, ou seja

Im(f) =[—Iin~|m cZ

pode ser vista como uma cépia de Z. Devido a esse fato cada inteiro m se con-
. m . m .
funde com sua imagem T (ou seja, m = T] e portanto Z passa a ser iden-

tificado com Im(f). Como Im(f) C Q, entac Z C Q. Levando em conta que
IN C Z, pode-se concluir que NC ZC Q. A fungdo f € chamada fungdo imer-
sdode Z em Q).

Isso posto, se m, n€ Z, n # 0, entao:

. _ m n_ m l_hm
mia=S 2 B 1 _Heg
Por outre lado, dado o nimero racional —, entio:
m_m 1 _m.n_
n~1 a1 a~m*"

Por isso chamamos cada representagio % (m, n €Z; n # 0)de um mimero

racional dado de fm;&o ordindria de numerador m e denominador n. Se
mdc (m, n) = 1, a fragio se diz srredutivel.

Ademais, se m € mijltiplo de n, digamos m = nr (r € Z), entio:

Ou seja, a divisao de um inteiro m por um inteiro n # § niio sé € sempre possi-
vel em () como, quando m € miltiplo de n, o resultado coincide com o que se
teria em Z.

O conjunto §), construido da maneira como o fizemos, com a adicio, a
multiplicacdo e a relagdo de ordem que definimos, é o conjunto dos nimeros racio-
nais ¢ seus elementos, os numeros ractonats, como ja havfamos antecipado ao ini-
cio deste pardgrafo.

PROPOSICAO 2 Para quaisquer a, b € @), se a < b, entdio existe
cE€Q paraoqualvalea < c<b,

Demonstragdo: A hipbiesea, bEQ,a< b, implicaquea+a<a+b
ea+b<b+h logpata<at+b<b+b Mas
ata=1l-a+l-a=(1+1)a=2a
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e, analogamente, b + b = 2b. Logo:

2a<a+b<2b
Multiplicando os termos dessa desigualdade por %:
Loy« L@+ < L)
g P <3 2

Como

e, da mesma forma

1
—Q—(Qb) =b
€ntao:;
1
a< 1 {(a+b)<h
Como
1
c= '2— (a + b) e Q
o teorema estd demonstrado. [ ]

Id ey
COROLARIO: O conjunto dos elementos estritamente positivos de
@ nio tem minimo.
De fato, se 0 < a, entdo

0<%a<a n

Nota: Um corpo K se diz denso quando, para quaisquer a, b€ K, a< b
(o que significaa € bea # b), existe ¢ € K de modo que 0 < ¢ < b. A propo-
sicdo 2 mostra exatamente que o corpo ordenado © dos nimeros racionais ¢
denso.

PROPOSICAO 3 Se a ¢ b sao nimeros racionais € se b > 0, entdio
existe n € IN* de maneira que nb > a,
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Demonstragdo: Podemos supor
a= ..E.. eb= L
s s

onde 5 >0 et > 0 (pelo fato de b > 0). Como jd vimos no capitulo 111, 6.2,
existe n € IN* de modo que nt > r. Daf segue que nts > sr. Logo:

nt

r
Fkar]

Assim:

ni)i
5 5
Ou seja: nb > a.

|
Nota: Um_corpo ordenado K se diz arquimediano se, para quaisquer

a,b€ K, b> 0, existe n € IN* de maneira que
nb=b+b+..4b>a(e= a<nb)

onde o mimero de parcelas iguais a b € evidentemente n. Assim, a proposi-

¢d0 3 nos assegura que o corpo ordenado @ dos niimeros racionais é arquime-
diano. '

EXERCICIOS

Nos exercicios deste capitulo usaremos as expressdes ‘‘mimeros racio-
e *‘fragbes ordindrias’’ com o mesmo significado.

nhais
365. Mostre que:

1515 15 131313 _ 13 o 2323 23
3) 35333 ~ 33 999999 ~ 99

Resolugdo de a):

1515 15-100+15 _ 15-(100+1) _ 15

3333 ~ 33-100+33 33-(100+1) 33
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