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RESPOSTAS/SOLUCOES/DICAS/SUGESTOES DO GONICK

1. Estude o Capitulo 0 (que faz uma revisdo sobre as FUNGCOES ESTUDADAS NO EN-
SINO MEDIO) do livro do GONICK. Resolva entdo os quinze problemas de tal capitulo.
(P4agina 60.)

OBSERVAGAO: |Nas respostas de seis dos nove primeiros problemas, os dominios estdo
descritos apenas por propriedades que caracterizam seus elementos. Os itens que cor-
respondem a tais respostas podem iniciar com “ E o conjunto que consiste de todo ...”.

No problema 13, para 1 < x < 2, a defini¢do correta é f(x) = (x —1)> — 1!
RESPOSTAS/SUGESTOES/RESOLUCOES:

Todo t # %;

Todo b > % exceto b = 4;

Todo x # +1;

O intervalo [—2,2];

Todo 6 exceto § = j:‘/TE e =73 +tnmcomn=0,12,..;
Todo x # 0;

O intervalo (—o0,0);

Todo ntimero real;

S T A L Sl o

O intervalo (1, 0);

10. (Cf. Link do Autor (Gonick) na Minha Homepage);

11a. Interna: t(x) = cos x; externa: s(t) = 2!; composta: h(x) = s(t(x));

11b. Mais interna: w(x) = x> — 1; do meio: v(w) = Inw; externa: u(v) = 1/v; com-
posta: h(x) = u(v((w(x))));

11c. Interna: ¢(x) = e*; externa: f(y) = 4y® + y? + 6y — 99; composta: h(x) = f(g(x));

12. Seja x = y + ¢. Dai

P(y+c)=bo+bi(y+c)+ba(y+c)+-+bu(y+c)

Expandindo os bindmios e agrupando termos de poténcias iguais, obtemos uma
expressdo da forma

P(y+c) =ag+ary+azy” + - +any",
isto é,
P(x) =ag+a;(x —c)+ax(x —c)®+ - +ay(x —c)"

com P(c) = ap. Esta tltima igualdade e a comparacéo dos coeficientes de poténcias
iguais da ultima expressdo para P(x) com a inicial,

P(x) = by + byx + bpx* 4 - - - + byx",
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implicam que
IZQZbo—l-blc—f—szz—f-"'—l—ann, apy =by,ap="by,...,a, =b,.

13. f(x) é injetora mas nao crescente em todo seu dominio. (Justifique!)

Yy
1 iiiiiii |
g : p— X
1 2
[ :
Este é o grafico de f(x) definida em (0, 2).
14. Considere o seguinte tridngulo:
X u.C.
f rad
lu.c.
Dai, como
X 1 X
tanf = —, cosf = ——esenf = ——,
1 VxZ+1 x2+1
temos, respectivamente, que
§ = arctan x, § = arccos ! e = arcsen ——
' VaZz+1 Va1

15. t = h‘TZ anos.

. Estude o Capitulo 1 (sobre LIMITES DE FUNGCOES REAIS DE UMA VARIAVEL REAL) do
livro do GONICK. Resolva entdo os dez primeiros problemas de tal capitulo. (Pagina
84.)

RESPOSTAS/SUGESTOES /RESOLUCOES:

O limite é 6.

O limite é 6 + C.
O limite é 1/4.
O limite é —oo.

O limite é 6.
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6. O limite é 0.!
7. O limite é 3.2
8. O limite é 2.

9. O limite é co.
10. O limite é 0.4
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3. Estude o Capitulo 2 (sobre DERIVADAS DE FUNCOES REAIS DE UMA VARIAVEL REAL)
do livro do GONICK. Resolva entdo os treze primeiros problemas de tal capitulo.
(Pagina 108.)

OBSERVAGAO: | Como o autor mesmo reconhece numa errata da edigdo que estamos
usando, por descuido, as resolugdes de alguns problemas exigem o uso da regra da

1Segue do Teorema do Sanduiche.
De fato, xlj é positivo e, por ter um numerador de grau 0 e um denominador de grau 1, tem limite nulo para
x — oo. Nestas condicdes, note ainda que

1 COS X 1
< <

Cx—1"x-1"x-1

2Sugestdes para trés solugdes distintas:
e Como x? +x —2 = (x +2)(x — 1), tal limite iguala

lim(x+2) = 3.
x—1
o A substitui¢do & = x — 1 (e alguma simplificagdo) iguala o limite procurado ao

lim(h +3) = 3.
h—0

o A substituicdoy = ﬁ (e alguma simplificagdo) iguala o limite procurado ao

lim (3 + 1) =3.
y—00 y

sen x senx 1

3Note que

x2 x ox

4 RESOLUGOES:

e Sejay = % Dai x — 0 é equivalente a y — co. Entédo

lim x sen (1> = lim seny

x—0 X y—oo Yy
=0.

o Tal limite é zero. Isto segue do Teorema do Sanduiche.
De fato, por um lado,

|xsen (1/x)| < |x| = +xsen(1/x) < |x|
= —|x| < xsen(1/x) < |x|.

Por outro lado,
lim |x| = 0.
x—0



cadeia, s6 estudada no capitulo 3!
\REGRAS DAS DERIVADAS DO PRODUTO E DO QUOCIENTE: \

(f(x)g(x)" = F(x)g(x) + f(x)g' (x)
onde existirem as derivadas das fungdes f(x) e g(x).
Neste caso, onde g(x) # 0, segue que

f) Ly
(g(x)) (f ) g(x))
gl - Fg ()
s@F

| RESPOSTAS / SUGESTOES / RESOLUGOES: |

1. f/(x) = 3x*+5.
2. f'(x) = 3x*+5.
3. Pl(x) = & (1+§1nx) 5
4. ¢'(x) =0.
5. W(x) = —senx 4 2x~4/36
6. R/(.x) —ﬁ
7. (X) senx+cosx
8. V/(t) = tantsect
_ 1 7
9. FI(X) = —m

10. B'(f) = tanfsec? 6.
11. Q'(x) = —529%
12. Diretamente da regra da derivada do quociente, temos
(—senp+ef + peP) (p'®+ p=2) — (cosp + peP) (10p° —2p~3)
(PO +p2)° |
13a. A'(t) = —9,8t+ 30 é avelocidade no tempo t emm/s. Assim A’(3) = (—9.8)(3) +

30 = 0,6 m/se A'(5) = (—9.8)(5) + 30 = —19 m/s sdo as velocidades nos in-
stantes t = 3s et = 5 s, respectivamente.

F'(p) =

13b. Aqui A’(t) = —9,8t 4 45. A dica sugere que na altura méxima atingida pela bola,
sua velocidade é zero. Seja entdo A’(t) = 0. Dai —9,8¢ + 45 = 0. Logo a altura
maxima é atingida em torno de t = 4,6 s e é aproximadamente A(4,6) = 103,316
m. O tempo total para a bola subir e descer é em torno de 9,2 segundos: 4,6
segundos subindo e 4, 6 segundos descendo.

50 célculo da derivada de /x depende do material do Capitulo 3.
%0 célculo da derivada de /x depende do material do Capitulo 3.
"Necessita do material do Capitulo 3.

8 Aplique a regra da derivada do produto em B(f) = tan @ - tan !



4. Estude o Capitulo 3 (sobre a REGRA DA CADEIA PARA FUNCOES REAIS DE UMA VARIA-
VEL REAL) do livro do GONICK. Resolva os cinco primeiros problemas deste capitulo.
(Pagina 124.)°
|[REGRA DA CADEIA: |

Sey = f(x) ez = g(y) sdo as fungdes interna e ex-
terna, respectivamente, de uma fungéo composta, isto
é, a composicdo z = g(f(x)) é possivel, entdo

(8(f(x) = f(x) &' (v)
= f'(x)- &' (f(x)),

isto é, a derivada da composta (em relagdo a x) é
igual ao produto da derivada de sua fungdo interna
(em relagdo a x) pela derivada de sua fungdo externa
(em relagdo a y), onde existam tais derivadas. Outra
notacdo util para tal regra é a seguinte:

dz _dz dy

dx dy dx’

RESPOSTAS /SUGESTOES / RESOLUCOES:

1 fls() = costu, g(f(x)) = cos (2);
(f(g(u))) = —2senucosu, (g(f((x))) = —2xsen (x?).
2. o(u(x)) = e, u(ov(t)) = —e?;
o(u(x))) = —2xe ™, (u(o((t))) = —2¢72.
Ba. f/(t) = 32t +1) (1+t+£2) "2
3b. ¢’(x) = —100sen x cos x (cos® x — sen? x)24.

3c. H'(0) = 2tanfsec? 6.

3d. P'(r) = 20r (12 +7)

3e. P/(r) = —20r (P +7) .

3. f'(y) = —2— sen (/7).
3g. E'(x) = E(x)

3h. F/(x) = Le™2"

3i. u/(t) = 63 (4 + 7).

3j. —2cosz) C°§(Z)2 (sen(z)? +2) 43,

9No enunciado da questdo 3, leia-se “ENCONTRE A DERIVADA DAS FUNGOES ABAIXO:”. Nos itens ik, u(x)
e R(x) sdo, na verdade, u(t) e R(t).



3k, R/(H) = —

4. Comoy

5a.

5b.

5c.

10(++1)*
(.=1)° ~

= f(x) é diferencidvel,

5 (0F2) = 2 (7(0) - 7-ny)
) L
— )
@)
f)°

1
Inf(x) =5Inx+x — gln(l—i—x);

Fx) 5, 1

fo) ~x a0y

£ =0 (21 - g

1
= 3 (L4 2) 0 (3x2 +17x + 15) .

Ing(x) = vxlnx;

§'(x) _ Inx ﬁ.
g T 2yF

¢ = (5m+ ) 8)
= % (Elnx+1) xVX,

h(x) = (x+5)(x —8)" Y3

Inh(x) =1In(x +5) — %ln(x —8);

W 11
h(x)  x+5 3(x—8)

W (x) = (x+5)(x—8)71/3 (ga(cx—f;zxx_—;)

(x —8)74/3(2x — 29)
3 :
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5. Estude o Capitulo 4 (sobre APLICACOES DE DERIVADAS IMPLICITAS) do livro do GO-
NICK. Resolva os cinco problemas deste capitulo. (Pdgina 132.)

RESPOSTAS/SUGESTOES/RESOLUCOES:

1. Primeiramente, temos a seguinte errata:

e O problema pede para obtermos /'(t) em termos de V' e y. Na verdade de-
veria ser em termos de V' e h.

e Ignore a férmula para o volume da dgua apresentada e use (no lugar) a se-

guinte:
J7E:
_ 2
V=mn (Rh 3 ) .

Entao, derivando em relacdo a variavel ¢, temos
V = (2th’ - hzh’)
= 7th (2R — h) W,

isto &,
-V
th(2R — h)’
2. Por um lado, derivando a equacdo da elipse em relacdo a x, temos
2x | 2yy’ yy' X
2T VTR T

, b\?x

Esta ¢ a inclinagdo da elipse no ponto (x, y). Por outro lado, derivando a equagéo
da elipse em relagdo a t, temos

26()X(1) | 29(0)y'(8) _

72 b2 =0= b2 -T2
y(t) b\ x(t)
BECHE () 10}

Assim, y/(t)/x'(t) é a inclinagdo da elipse no instante ¢.

3. Se C e A sdo fungdes de t, podemos derivé-las em relacao a tal variavel. Dai, elimi-
nando 7, temos:

C=2nreA=mr* = C?>=4nA
= 2CC' =4nA’

cc’

LR

= A’

4. Quando y = 12, y' = —3/4 metros por segundo.'”
De fato, por um lado, como x'(#) = 1 m/s durante todo o deslocamento do “pé’

10Nlegativa pois a distancia vertical estd diminuindo!
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da escada para a esquerda,!!

x(£)? +y(t)? = 152 = 2x(t)x'(t) + 2y(t)y'(t) = 0
— y/(t) _ _x(ty)(i)(t)
—y/(t) = —% m/s

Por outro lado, quando v () = 12 m,

x (o) = /225 — y (to)”

= /81
=9m.
Entao
! X (tO)
tg) = —
v ()=l
9
—E m/S
5. Seja x a distancia do caracol ao vértice B.
25
D C

25 d 25

A ~ B
O problema estabelece que x’ = —1 cm/s. (Negativa pois a distancia esté ficando
menor.) Temos ainda que
4> = x> +25%.
Dai
dd' = xx'
e, quando
x=25-10
=15 cm,
isto é, quando
d =225+ 625
= /850 cm,

1A velocidade horizontal é positiva pois a distancia horizontal estd aumentando!
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temos que

P
V/850

—0,514 cm/s.

Q

(Agora, se x é a distancia do caracol ao vértice A, a resolugdo é analoga a anterior,
s6 que neste caso ¥’ = 1 cm/s (pois a distancia estd ficando maior) e temos de
obter d’ quando x = 10 cm.)

6. Estude o Capitulo 5 (sobre OTIMIZACAO DE FUNCOES REAIS DE UMA VARIAVEL REAL)

do livro do GONICK. Resolva os quatro primeiros problemas deste capitulo. (Pagina
152.)
RESPOSTAS/SUGESTOES /RESOLUCOES:

la. x = —% é ponto de minimo (global); f(—0,5) = —1,25; o gréfico tem concavi-
dade para cima (pois a medida que x cresce, a inclinagdo f'(x) cresce com x);!2
lim_f(x) = o
X 0

f(x)

1b. ¢'(x) = 3x* —3 e ¢""(x) = 6x. Dai x = —1 é mdximo local, x = 1 é minimo local
e x = 0 é ponto de inflexdo. Note ainda que: g(—1) = 10, g(0) = 8e g(1) = 6; a
concavidade muda de ‘para baixo’ para “para cima’ em x = 0 pois, a medida que
x cresce, a inclinagdo ¢’ (x) decresce para x € (—o0,0) e cresce para x € (0,00);!3

Jim g(x) = —coe lim g(x) = co.

g(x)

12A taxa de variacdo de f'(x) em relacdo a x, isto ¢, (') (x) = f”'(x), é sempre positiva.
13A taxa de variacdo de g’(x) em relacdo a x, isto é, (g')’ (x) = ¢”(x), é negativa para x < 0 e positiva para
x> 0.



1c.

W (t) = 6t> — 6t — 36
= 6(t +2)(t — 3)

2

e h"(t) = 12t — 6. Dai t = —2 é méximo local, = 3 é minimo local e t = } &
ponto de inflexdo. Note ainda que: h(—2) = 43, h(0,5) = —19,5e h(3) = —82;
a concavidade muda de “para cima’ para “para baixo’ em t = 0,5 pois, a medida
que t cresce, a inclinagdo h'(t) decresce para t € (—o0,1/2) e cresce para t €
(1/2,00);1 tgmooh(t) = —coe lim h(t) = 0.1

t—o0

1d. S'(x) = 2senxcosx e S”(x) = 2(cos? x — sen? x). Daf os extremos locais tém lugar
onde o0 seno ou o cosseno se anulam, minimos onde o seno se anula, isto é, em

0, £m, £2m,...,
e maximos onde o cosseno se anula, isto é, em
+7/2,431/2,...,'°
e pontos de inflexdo onde cosseno e seno se igualam em moédulo, isto €, em

+m/4,+£31/4,....

S(x)

X

Para a concavidade, devemos buscar intervalos entre os pontos de inflexdo onde a
taxa de variagdo da inclinagdo S’(x) é ou positiva ou negativa, isto é, ou S (x) > 0
ou §”(x) < 0. No primeiro caso, S'(x) cresce e a concavidade do grafico de S(x)
é para cima. No segundo, ocorre exatamente o oposto. Assim, por exemplo, en-
tre -7t/4 e /4, S”(x) > 0 pois o cosseno é maior em médulo que o seno nesse
intervalo. Dai a concavidade é para cima em (—7/4, t/4). Como +7/4 sdo pon-
tos de inflexdo, em (—37/4, —m/4) e (7t/4,37t/4) a concavidade é para baixo.
Como +37t/4 sdo pontos de inflexdo, em (—57/4, —37/4) e (37w/4,57/4) a con-
cavidade é para cima. Etc.

le. F'(0) = cosf —sen® = 0 quando cos 6 = sen b = :l:‘/TE, isto é, quando

7T 7T 7T 57 51 57
0 e {Z,ZiZN,Ziéln,...}U{T,IiZmZiéLn,...}.

Por outro lado, F”" = —F. Dai
F'(rt/4) = —V/2; F'(57/4) = V2.

14A taxa de variagdo de h'(t) em relagdo a t, isto é, (')’ (t) = h"(t), é negativa para t < } e positiva para
t> 3.

15Devido aos valores méximo e minimo locais da fungdo (43 e —82) serem muito maiores em comparagio
aos dos seus pontos de maximo e minimo locais (—2 e 3), é aconselhdvel uma mudanga de escala nos eixos
coordenados para um melhor esbogo do grafico!

16De fato, como um ntimero ao quadrado no minimo é zero, S(x) = sen
minimo quando sen x = 0.

2 x é méximo quando senx = +1e
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Assim os méximos locais sdo os pontos
0= (m/4)+t2mn, n=0,12,...
e os minimos locais sdo os pontos

6 = (5n/4)+t2mn, n=0,1,2,....

F(0)

/s

A concavidade é obtida de forma andloga ao que foi feito para o problema ante-

rior. Assim, vamos obter primeiro os pontos de inflexdo: F’(8) = —F(0) = 0 nos
diz que tais pontos ocorrem quando cos = — sen 6, isto é, quando
3 371 37 7 71 77
0 c {T,Zimr,ziéln,...} U {T’T +2m, - :t47r,...}.

Vamos estudar agora a concavidade no intervalo (4, b) cujos extremos sejam dois
pontos de inflexao consecutivos. Considere, por exemplo,

m7m 37
a=-g=7 2m e b= 1
Depois basta notar que a concavidade se alterna entre dois tais intervalos con-
secutivos, tomando (a,b) como base. Logo, para 6 € (a,b), note que F(0) =
cosB + senf é positivo, o que acarreta F/ = —F < 0. Dai, em tal intervalo,
a concavidade é “para baixo’. Entdo é ‘para cima’ a concavidade nos intervalos
anterior e posterior a (a,b). Agora é s¢ ir alternando a concavidade!

1f. Por um lado, note que o dominio de A(x) é o intervalo fechado [—2,2] (onde é

positiva em (—2,2) e A(£2) = 0). Mais, seu grafico é a semi-circunferéncia supe-
rior de centro na origem e raio 2. De fato, como a raiz quadrada de um ntimero
ndo-negativo € um niimero nao-negativo e

y=V4-—x2 =1y =4
s 2P =22
segue que o grafico é da forma

A(x)
2

X

11



com ponto de maximo global em x = 0.
Por outro lado, para outra resolugdo, note que

A(x)? =4—x* = 2A(x)A'(x) = —2x

Allx) = ——=

= A'(x) Al
é zero apenas para x = 0. (Note também que (—2,2) é o dominio de A’(x).) Este é
ponto de maximo (global) e o gréfico tem concavidade para baixo. (De fato, note

ainda que
AX)A'(x) = —x = A/ (x)* + A(x) A" (x) = -1
1+ A'(x)?
= A'(x) = ——F—~+
(x) A(X)
tem (—2,2) como dominio e é negativa no mesmo; em particular, é negativa para
x=0.)

1g. Como y = Inx ndo estd definida para x < 0, Q(x) = xInx e suas derivadas
s6 estdo definidas para x > 0. Em tal intervalo, Q(x) é positiva para x > 1 e
negativa para 0 < x < 1 (pois In x também o é em tais intervalos).
Note ainda que (1,0) pertence ao grafico de Q pois

Q(1)=1-In1
= 0.
Por outro lado, como x = % é 0 unico ponto critico (pois Q'(x) = Inx + 1 se anula
apenas em x = %) e Q"(x) = % é positiva em (0, +c0), tal ponto critico é ponto de
minimo, ndo existem pontos de inflexdo e a concavidade é para cima.!”
Q(x)
X

Vamos agora usar L'Hopital, assunto do préximo (60.) capitulo, para analisar
Q(x) para x suficientemente pequeno:

lim Q(x) = lim 37 (7 = o/ )

~ bim (Inx)’
x—0 (1/x)’

= lim _1/_x
x—0 1/x2

= lim —x
x—0

=0.

Tustifique!
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Assim, Q(x) se aproxima arbtrariamente de 0 quando x faz 0 mesmo.
1h. Aqui os extremos locais ocorrem nos mesmos pontos em que os extremos locais
do problema 1e. tém lugar. De fato,
s'(t) = —e 'cost+ e f(—sent)

= —¢ !(cost +sent).
Contudo os pontos de inflexdo ocorrem onde o seno se anula. De fato,

s"(t) = e f(cost+sent) —e f(—sent + cost)
= 2¢ 'sent.
Note ainda que um extremo local fp é minimizador (respectivamente, maximizador)
local quando senty > 0 (respectivamente, sen ty < 0).
2. As quatro primeiras derivadas do seno sdo:

la. L (senx) = cosx;

2a. %(cos X) = —senx;
3a. %(—senx) = —COS X;

4a. %(— COS X) = senx.

A partir daf as derivadas se repetem a cada quatro derivacdes. Vamos agora obter
as 10a. e 110a. derivadas do seno de modo indireto. Note primeiramente que

10=4-2+2 e 110=4-27+218

Entdo ap0s repetir as quatro primeiras derivadas do seno duas vezes (para o
calculo da 10a.) e vinte e sete vezes (para o calculo da 110a.), basta calcular as
duas primeiras derivadas do seno, obtendo — sen x como resposta para as duas
perguntas do problema.

3. Se um lado do retangulo é x u.c. e o perimetro é P u.c., entdo o lado adjacente mede

P
A(x) =x (g—x)

7 —Xuc.easua area
» P
= —x"4+ —x u.a.

2
tem um maximo quando x = P/4 u.c..
(De fato, A’(x) = —2x+ (P/2) e A”(x) = —2.)
0
4a. T = gt

2
4b. D'(0) = ;3 (cos?0 —sen?§) = 0 quando cosf = Esen, isto é, quando 0 = 7/4,
37/4, etc., isto é, quando a catapulta estd apontada diretamente para cima num
angulo que correspone a metade de um angulo reto. (Note que isto ndo depende
de vg!)

8L embras? Dividendo iguala Divisor vezes Quociente mais Resto!
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7. Estude o Capitulo 6 (sobre APROXIMAGCAO LINEAR E REGRA DE L'HOSPITAL) do livro
do GONICK. Resolva os problemas 1-12 de tal capitulo. (Pagina 162.)

RESPOSTAS/SUGESTOES/RESOLUCOES:
Em 1-4, use a aproximagdo linear

f(x) = f(a) + f'(a)(x — a)

desde que x esteja suficientemente préximo de a.

1,2. Como f(x) = /xe f'(x) =1/ (2y/x), se x =5ea = 4, entdo

1
\/Ez\/i+m(5—4)

Agora, se x = 67 e a = 64, entdo

V67 ~ V6 + — (67— 64)

264
3
~ 8+ T
131
~ 16
~ 8,61875.

(Numa calculadora, V5 2,24e /67 =8, 1854.)

3. Como f(x) =senxe f'(x) = cosx,se x =3 ea = 71, entdo a aproximacao linear de
sen 3 é dada (em radianos) por

sen 7T + (cos 71) (3 — 1) ~ 0, 1416.

(Numa calculadora, sen 3 ~ 0,1411.)

4. Como f(x) = arctanxe f/(x) =1/ (14+x?),sex =1,1ea = 1, entdo

1
arctan1,1 = arctan1 + T 12(1,1 -1)

7 0,1
—+

~17 72
~ 0,8354.

(Numa calculadora, arctan 1,1 ~ 0, 8330.)
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5. Aplicando L'Hopital duas vezes, temos

2 2
., sen (x*) i 2x cos (x?) (<:

x—0cosx —1 x=0 —senx

2\ g2 2
_ lich:os (x*) —4x*sen (x?) <
X0 — cos X
2cos (0%) —4(0)%sen (0%)
—cos0

= 2.

6. 1/2.

7. Aplicando L'Hopital duas vezes, temos

2
e —16xe~8*
llm —_— = lm— P —
x—=0cos2x —1 x—0 —2sen2x
2
) xe 8x
= 8 lim
x—0 sen2x

x—0 2 cos2x

e8¢ _ 16x2e8%

e8(0)° _16(0)2 80’

=81
X0 2cos2(0)
1
—8. 5
=4,
8. 7/3.
9. 0.
10. Pela dica do problema, se
y = x%,
entdo
Iny =In x%
1
=_—.Inx
X
_lnx
X
Dai
y = elny
Inx
= e x
Logo
1 Inx
Xx — ¢ x

sen (0?)
cos0—1

_g>

2(0) cos (0?) _

—sen(

¢80 _ 1 o)

c0s2(0)—1 0

(0)e=*
sen2(0)

)



Assim, calculando o limite de tal expressdo por L'Hopital, temos que
. 1 . Inx
lim x¥ = lim e «
X—r 00 X—00
R V2 . Inx o
= lim e'T — lim — = —
X—00 X—oo X (0.°]
.1
= lim ex
X— 0

:eo

=1.

11. 1.
12. L'Hopital ndo se aplica aqui. Basta considerar x = 7t tanto no numerador quanto
no denominador. A resposta é

0

=0.
-1-1

. Estude os Capitulos 8-13 (sobre INTEGRACAO DE FUNCOES REAIS DE UMA VARIAVEL
REAL) do livro do GONICK. Inicie pelo Capitulo 9. Depois estude os Capitulos 8 e 10,
nessa ordem, e siga para os restantes.

Resolva os problemas do Capitulo 8 (que faz uma INTRODUGAO A INTEGRAGAO).
(Pagina 176.)

RESPOSTAS/SUGESTOES /RESOLUCOES:

1.
Epoico = 3 (o2 1124224 32)
— .

oo = 3 (12 +22 4324 42)
— 90,

3. No enunciado do problema, escreva:
- “soma” no lugar de “diferenca”;
1
- HE (Ealto + Ebaixo)” no hlgaf de HE (Ealto - Ebaixo)”-
Com tais corregdes, a resposta é 66.

4.
Emia =3 (172 + (3/2) + (5/2) + (7/2)?)
= 63.
5. 5(t) = 2 es(4) —s(0) = 64.

6. Usando alturas nos pontos médios dos intervalos temos

Ena—2(ielolil 1 1 o7
md=“\3"5 7779 " 11 "13 " 247

~ 1,964.
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Resolva os problemas do Capitulo 9 (sobre INTEGRAL INDEFINIDA). (Pagina 184.)
RESPOSTAS/SUGESTOES/RESOLUCOES:

1. 6x+ C.
2. 2 1 C.
_251
3. 2% e
4. (1-x)"'+C

5. Caso n = —1. Primeiramente, note que

/(a—x)ldx:/aixdx.

Vamos resolver de dois modos distintos.

1a. Resolugao: Pelo problema 24 deste capitulo, se

fx)=1 e F(x)=Tnx,

/aixdx:_/xiadx
:—/f(x—a)dx

=—F(x—a)+C
= —In|a—x|+C.

2a. Resolucao: Pelo método de integragio por substituicio do Capitulo 12, con-
siderando

Uu=a—x,du = —dx,

temos que

/ ! dx:—/ldu

a—x u
=—Inju|+C
= —Inja—x|+C.

Caso n # —1. Faremos como na 1a. Resolugdo anterior.
Pelo problema 24 deste capitulo, se




(=1)(x —a))"dx
(=1)"(x —a)"dx
1) /(x —a)"dx

(~1)" [ flx—a)dx
(-1)"-F(x—a)+C
(~1)"(x —a)"*!

—
N
|
B
=
=
Il
——

—~

- n+1 ) +C :
_\u(_q\n+1(, _ \n+
_ 1)2( 1r)l+1(a x)l LC
21 (g — )it
_ (=1 (nlJ)rl(f x) LC
_ )t
:_—(”nj:)l +C.

6. In (9+x?) +C.

7. Tal problema pode ser resolvido via 0 mesmo procedimento usado no Exemplo 2
deste capitulo. Vejamos:
1. Note que o integrando

1
4 — x2

flx) =

é similar a

! _ 2 (arcsen x).

VI—x2 dx

Assim, primeiramente, reescrevamos f(x) do modo seguinte:

1
flx) =
4(1—1—2)
_1 1
21—

2. Considere entdo

F(x) = arcsen (g)

como primeira tentativa para ser a primitiva de f(x).
3. Queremos que a derivada de F em relagdo a x seja igual a f. Logo, se u = 3,

18



segue da Regra da Cadeia que

F'(x) =u' - (arcsenu)’

1
2 Vi—a&2
1
=
= f(x).

A conclusdo é que, ja na primeira tentativa,l® obtemos

/#dx = arcsen (E> + C.

iz 2

8. —<5% 4+ Cy.

9. sen? x + Co.

10-11. Como sen2x = 2senxcosx, as integrais dos problemas 8 e 9 anteriores sdo

iguais. Dat:

Ccos2x
2

4+ Cy =sen? x + C; = cos2x = —2sen®x +2(C; — Cy).
12. Note que
1= §xze(xs“) dx

2
= %/3xze(’“3+1) dx.

(O problema 17 (deste capitulo) nos garante que podemos ‘retirar” a constante 1/2
do integrando e multiplicd-la pela integral sem alterar o resultado de tal integral!)
Seja agora

flx) = 3x2e(¥+1),

Segue dai que, se u(x) = x>+ 1,0(u) = ¢ e
F(x) = o(u(x))
— e(x3+1)

entdo v/ (x) = 3x%, v'(u) = e,
F'(x) = u'(x)0' (u(x))
_ 352p(¥*+1)

= f(x)

9Note que, no Exemplo 2 citado, foram necessérias duas tentativas para obtermos a primitiva correta!
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e, finalmente,

= %/f(x) dx
= F@)+C
(x3+1)
=— C.
13. —e“* + C.
14. Considere que
x? — 4x

Va3 —6x2
Considere agora o denominador de f(x). Note que, se

F(x) = <x3 - 6x2)1/2,

segue da regra da cadeia que
F(x)=3- (xz — 4x)
= 2f(x).

Assim, a integral pode ser resolvidada do seguinte modo:

-1/2
<x3 — 6x2>

I\JI'—‘

— 2F(x) +C

2 (23— 69(2)1/2

3

(O problema 17 (deste capitulo) nos garante que podemos ‘retirar” a constante 2/3
do integrando e multiplicd-la pela integral sem alterar o resultado de tal integral!)

+C.

15. Vamos resolver de dois modos distintos.

1a. Resolugdo: Primeiramente, note que

/x—li—ldx:/x—;(—l)dx'

Agora, pelo problema 24 deste capitulo, se f(x) = 1/x e F(x) = In |x|, entdo

J e == [

=F(x—(-1))+C
=In|jx—(-1)|+C
=In|x+1|+C.
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2a. Resolugao: Pelo método de integragio por substituicdo do Capitulo 12, considerando

u=x+1,du=dx,

temos que
1
/ dx:/ldu
x+1 u
=Infu|+C
=Injx+1|+C.
16. Primeiramente, note que
O 1
x2—1 (x—1)(x+1)
A n B
x—1 x+1
_ A(x+1)+B(x—1)
 (x=1D(x+1)
(A+B)x+A B
2-1

Entdo, comparando o numerador da primeira fragdo com o da dltima, temos

(A+B)x+A—-B=1

=0-x+41,
isto é,
A+B=0,
A—B=1.
Dai ; ;

Assim, observando as duas primeiras igualdades deste problema, bem como o
problema 15 anterior, segue que

1
/x2—1 2/ —1 2 —l—l

ziln]x—ll—iln\x—l—l\—l—C.

17. Como F' = f e G’ = g, temos

(CF+ DG)' = CF' + DG’
= Cf + Dg.

(Acabamos de demonstrar que
/(Cf+Dg)=C/f+D/g
para quaisquer constantes C e D caso f e g sejam integréveis.)
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18. L +5:3 - X —7x 4 C.

19. Pelo problema 17 anterior, a integral da soma é igual a soma das integrais. Assim,
escreva a integral como soma de duas integrais, calcule estas duas integrais, bem
como a soma das mesmas, e obtenha

1 3 3

3 (sen 0 — cos 9) +C
como resultado da integral deste problema.

20. &— +C.

21. Note primeiramente que, via o problema 17 anterior,

/ at— [ ar= [ 2E22 4
3 —t24+1 B—t2+1 ) BP—t2+1
Agora vamos resolver o problema de duas maneiras distintas.

1a. Resolugio: Pelo problema 25 (deste capitulo), se f(t) = +> — t?> + 1, entdo

f'(t) =3t —2te
32 — /f’ t
t3—t2+1 t)

=In|f (t)l +C
=In|? - +1|+C.
2a. Resolugdo: Considere a técnica de integragio por substituicio (do Capitulo

12) e
u="t>—1+1=du=(3t>—2t)dt.

Dai:

3t — 2t 1 )
t3—t2+1dt_/t3—t2+1(3t —2t)dt

:/ldu

u

=Infu|+C
=In|? - +1|+C.

t5/2 t7/2

22, Ao 422 L 8 4 C

23 (x2/2) +C parax >0,
" | —(x*/2)+C parax <O0.

=572

O que acontece em x = 0?

24. F'(x) = f(x) é equivalente a

/ F(x)dx = F(x) + C.

Dai nossa primeira tentativa para a integral é
/fx—a F(x—a)+C.
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Assim, seja u = x — a. Temos entdo, pela Regra da Cadeia,

25. Relembre que (lnf(x))/ —

Segue entdo que

(F(x—a)) =u'-F'(u)
1)
~ flx—a).

\,.,

fl((;)) para f(x) > 0. Dai, para f(x) <0,

F)
/f(x) dx = In|f(x)| + C.

Resolva os problemas do Capitulo 10 (sobre INTEGRAL DEFINIDA). (Pagina 194.)
Resolva os problemas do Capitulo 11 (sobre 0o TEOREMA FUNDAMENTAL DO CALCULO)
até o problema 11. (Pagina 202.)

RESPOSTAS/SUGESTOES /RESOLUCOES:

Sabemos que se f é continua e F ¢é a integral indefinida de f, isto é, F/ = f, em [a, b],
entdo a integral definida de f (em [a, b]) é calculada por

/bf(x)dx — F(b) - F(a).

Tal integral definida calcula a drea com sinal da regido compreendida entre o grafico de
f,isto é, G(f), e o intervalo [a, b] de acordo com os dois casos seguintes:

caso f > 0: [ : f representa tal area com sinal positivo;

caso f <0: [ : f representa tal drea com sinal negativo.
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Ainda, caso existam exatamente n pontos entre a e b, digamos ¢y, ¢y, ...,c,—1,Cn, Onde
f mude de sinal, considere

[r=floe[Crves [+ s

onde a contribui¢do de cada uma das n + 1 parcelas do segundo membro alterna entre
os dois casos anteriores a medida que f muda de sinal. Por exemplo:

27 T 27
/ sen xdx :/ senxdx+/ sen x dx
0 0 T

7T 7T
:/ senxdx—/ senxdx
0 0

= 0.

a=0 CZT(\/bZZT[

Ja calculamos (nos problemas do Capitulo 9) a F para cada f especifica dos problemas
1-11 (do Capitulo 11), com uma excegdo: o problema 8. Dai:

1. Aqui, f(x) =6, F(x) =6x+C,a = —3eb = 20. Dai

| 6dx = F(20) - F(=3)

—=6-20—6-(-3)
—120+18
— 138.
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2. Aqui, f(x) = 3x* F(x) = 4x°+ C,a= —1eb = 5. Dai

5 9
/_1 “xtdx = F(5) - F(-1)

2
= £ 3125+ 1)

2
= — - 3126.
15

3. Aqui, f(x) = (x—2)%, F(x) = &2% 4 C,g =3eb = 4. Dai

/34(x —2)°0dx = F(4) — F(3)
(4-2°1 (3—2)°"

51 51

L)

4. Aqui, f(x) = (1—-x)"2,F(x)=(1—x)"'+C,a=1/2eb =2/3. Daf

(5 01)
-1 -1
-0 0)
3
1.

-2

(afx)n+1

5. Cason # —1. Aqui, f(x) = (a — x)", F(x) = — =77

+C,a=aeb=a+1. Dai

/:H(a—x)”dx =F(a+1) —F(a)

(a—a—l)”“ (a—a)”“

n—+1 n—+1
(_1)11—1—1
—(—1).
(=1) n+1
(_1)11—1-2
EES!
Cason = —1. Aqui, f(x) = (a—x) L, F(x) = —Inja—x|+C,a=aeb=a+1.

Dai
a+1
/a (a—x)"Vdx = F(a+1) — F(a)

=—Inja—a—1|+Inla—a
=—In1+4+1n0!

Como In 0 nao estd definido, este caso ndo é possivel!
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6. Aqui, f(x) = \/ﬁ, F(x) = arcsen (£) + C,a = V2 e b = 2. Dai
2
/ ! dx = F(2) - F (V2)

V2 V4 — x?
— arcsen % — arcsen Q
- 2 2

= arcsen 1 — arcsen 5

7. Aqui, f(x) =sen2x, F(x) =sen’x+C,a = rt/4eb = 7m/2. Dai

77t/2
/ sen2xdx = F(7n/2) — F(rt/4)
/4

= sen?(771/2) — sen?(7r/4)

= (sen (374 7)) - (en )’

= (sen 37 cos ﬂ + sen i c0537r>2 1
- 2 2 2

(
-1
1

2

2

8. Aqui, f(x) = 11

1
F(x)—/l_xdx
:_/%du (=1—x, du=—dx)

=—In|u|+C
=—In|l1—x|+C,

a=2eb=¢*+1. Dai

2+l q
_ 2 _
/2 ——dx=F(+1) —F(2)

— X

:—ln‘l—ez—1‘+1n|1—2|

— —Ine®?+1In1l
= —2lne+0
= 2.
9. Aqui,
5/2 7/2 ~5/2
F) =82 452 g 72 py = 2 AT B heb =25,

5 7 5
26



10. Via a integral indefinida do Problema 12 do Capitulo 9, aqui, a integral definida é
dada por

11. Aqui,
£(0) = sen? 0 cos § + cos® O sen b,
_ L3 3
F(0) = 3 (sen 6 — cos 9) +C,
a=>5m/6e
b=11m/6.
Dai

117t/6
/ sen? @ cos f + cos? §senfdf = F(1171/6) — F(571/6)
5m/6

27



Considere agora as seguintes expressdes:

sen <11?7T> = sen <27‘( — %)

= sen 27T cos (E> — sen (E) COS 27T
6 6
1
2/
117 7T
Ccos (T) = COoS (27‘[ — E)

7T 7T
= CO0S 27T cOS (€> + sen 27t sen <€>

V3

7/
sen (%) =sen (7~ %)

—S€I‘17TCOS( ) —SQI‘I( )COSTC

= E’
COs (5?71—) — COS (7'[ — %)

= COS 7T COS ( ) -+ sen 7t sen <%)

V3

Entao

[ z (3 -02) () -(-%)

sen? 6 cos ) + cos2 0 sen§ df = —

/6 3 3
3 3
() <%§>)
3
_1_3V/3
_ _ 14 4
3
_ 143V3
12

Resolva os problemas do Capitulo 12 (sobre TECNICAS DE INTEGRAGAO) até o proble-
ma 12. (Pagina 212.)

RESPOSTAS/SUGESTOES/RESOLUCOES:

1. Integre por substituicio com u = 1+ x? e du = 2xdx para obter

1 1 ”
/1+x2-de—§ln<1—|—x>+C.
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2. Integre por substituicdo com u = 1+ x2 e du = 2xdx para obter

/<1+x2>2~xdx: —% <1+x2>1+C.

3. Para n = 0 a resposta é simplesmente

/sentdt = —cost+ C.

Para n # 0, integre por substituicdo com u = ncost e du = —nsentdt. Assim
ncost 1 u
e sentdt:—; e du

eu

-~ 4C
n
eltcost

= +C

n

4. Via Integragdo Por Substituicdo, a integral é dada por
—1In|cosu|+ C =In|secu|+ C.

5. (A resolucdo deste problema é similar a do Exemplo 3 deste capitulo.)
Seu=3x—1,istoé,x = (1/3)(u+ 1), entdo du = 3dx, isto é, dx = (1/3)du, e

/x2(3x )24y = (1/3)2(1/3) /(u 122 dy

1
— ﬁ/(uz—i—Zu—i—l)ul/zdu

= 21—7 (/u3/2du+2/u1/2du+/u_1/2du>

1 (2 5,0 4 3p .1 4p
-~ (Z. =, - C.
> (5 u +3 u +2 u +

6. Pela dica dada, x = cosf. Dai dx = —sen6d6 e
/de:—/\/msenﬂde
= —/@sem@d@
= —/sen29d9

(senfcosf —0) + C (Exemplo 9 deste cap.)
(\/1 —cos?6cosf — 9) +C
(\/ 1 — x2x — arccos x) +C.
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7. (A resolugdo deste problema é similar a do Exemplo 3 e a do problema 5 deste
capitulo.)
Use a substituicdo

-5
u:2x—|—5,istoé,x:uT,

e 0 bindmio
(u —5)% = u® — 15u% 4 75u — 125.

8. Integre por partes duas vezes para obter

X
/exsenxdx = %(senx—cosx) +C.

9. Sejam u = t e dv = e~ 'dt. Entdo du = dt,

vz/dv
:/etdt
:—e_t

e, integrando por partes,

/te_tdt:/udv
:uv—/vdu

—t(—et) - / (—e™t) dt

—te t 4 /e_tdt
t eft

_te —

10. Pelo Exemplo 6 deste capitulo,

/lnxdx =xlnx—x+C,

inclusive para C = 0. Seja entdo f(x) = (Inx)?. Assim, integrando por partes
comu =Inxedv=Inxdx,isto é, du = %dx e



temos que a integral indefinida de f é dada por

= /lnxlnxdx

:/udv
:uv—/vdu

=Inx(xInx —x) — /(xlnx—x)%dx

x(lnx)z—xlnx—/lnxdx+/1dx

x(Inx)? —xInx — xInx +x + x
x(Inx)? —2xInx +2x + C.

Dai, temos a seguinte integral definida

/S(Inx)zdx = /Sf(x) dx
1 1
=F(5) - F(1)
= 5(In5)? —2(5)In5 +2(5) — 1(In1)? +2(1)In1 — 2(1)
=5(In5)> —10In5+8
= 4,857072845560170. ... .

11. A integral indefinida
/(ln x)%dx = x(Inx)? — 2xInx 4+ 2x + C,
inclusive para C = 0, foi obtida na resolugdo do problema anterior. Antes,
/lnxdx = xInx — x 4 constante

foi obtida no Exemplo 6 deste capitulo. (Aqui também a constante pode ser nula!)
Assim, seja f(x) = (Inx)3. Dai, integrando por partes com u = Inx e dv =
(Inx)%dx, isto é, du = 1dx e



temos que a integral indefinida de f é dada por

:uv—/vdu

=Inx (x(lnx)2 —2xInx ~|—2x> - / <x(lr1x)2 — 2xlnx—|—2x> %dx

x(lnx)3—2x(lnx)2+2xlnx—/(lnx)zdx+2/lnxdx—2/1dx

= x(Inx)® — 2x(Inx)? +2x1Inx
— x(Inx)* 4+ 2xInx — 2x + 2xInx — 2x —2x + C
= x(Inx)® = 3x(Inx)? + 6xInx — 6x + C.

12. Seja f(v) = arctanv. Entdo, integrando por partes com U = arctanv e dV = dv,
isto &, dU = Hvadv e V = v, temos que a integral indefinida F(v) de f(v) é dada
por

Flo) = [ fo)dv
= / arctan v dv

1
= (arctanv)v—/v (1+02) do
1

1+vzvdv.

= varctanov — /

Na integral do segundo membro da igualdade anterior usaremos a substitui¢ao
u=1+7v% Logo du = 2vdv, isto é, vdv = %du, e

1 /1
F(v) = tanv— = [ —d
(v) = varctanv Z/u u
1
:varctanv—§1n|u|+C

1 2
—varctanv—zln <1+v ) + C.
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Finalmente podemos calcular a integral definida:

/Oxarctanvdv = /Oxf(v) dv
= F(x) — F(0)

= xarctan x — %ln (1 +x2) .

Resolva os cinco problemas do Capitulo 13 (sobre APLICACOES DE INTEGRAGAO).
RESPOSTAS/SUGESTOES/RESOLUCOES:

1. Primeiramente, uma errata:

e No diagrama, a altura D deveria ser R — D.?°

e Para o volume acima da 4gua, os limites de integracdo deveriamserOe R — D,
isto é, tal volume é dado por

/OR_D T <R2 — yz) dy.

Agora, uma observacdo em relacdo a férmula que aparece no Problema 1 do
Capitulo 4. Na resolucdo daquele problema, como aqui, iniciamos com uma er-
rata e escrevemos a seguinte férmula para o volume da dgua:

h3
_ 2
V—T[(Rh —3).

Assim, como neste problema & = D, a resposta aqui deve ser:

3
Vzﬂ(RDz—%).

De fato, pelo Teorema de Pitdgoras, o raio x de uma fatia (seccdo transversal) de
altura y é \/R? — y2. Dai a 4rea de tal fatia é

nx? =1 <R2 —yz) .

Logo, se o foco é na profundidade D da 4gua, o volume de ar acima da dgua é
dado, em unidades de volume, por:

R-D
Var:n/o R? — % dy
3qR-D
_ 2. Y
- [R5,

2R3 D3
== —RD*+ = ).
HEE

20De fato, se a profundidade da dgua na tigela é D, entdo a profundidade da regido acima da dgua é R — D.
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Segue dai que

47tR3/3
Vagua = > — Var
_ 2R (2R
3 3
D3
= RD? — =/
" ( 3 )

em unidades de volume.

2. Aintegral é iguala —1.21

3. Aqui vamos considerar cilindros circulares retos,”?> com bases paralelas ao plano
y = H, este sendo o teto de todos tais cilindros. Cada um destes cilindros é
obtido ao fixarmos um valor para o raio r de sua base,?® obtendo dai ndo s6 a
altura H — ar? para o mesmo, bem como o intervalo de variagdo do raio:

re [o,m—/a].

(De fato, quando y = H, devido a y = ar?, temos r = \/H/a.)

Assim, como no exemplo da explosdo da fabrica de cola deste capitulo, vamos
imaginar cada um destes cilindros como uma concha cilindrica de espessura ar-
bitrariamente pequena, isto é, tdo fina quanto se queira. Ao cortarmos vertical-

mente o cilindro, obtemos uma ldmina retangular de altura H — ar

2, comprimento

27tr e largura dr arbitrariamente pequena, cujo volume é dado por

dVv = 2mr (H — ar2> dr.

Integrando tal volume infinitesimal, obtemos o seguinte volume total:

VzZﬂ/()\/m(rH—are’) dr

21Confira o problema 18 da LISTA ADICIONAL no final deste material!

2[sto &, cilindros cujas geratrizes sdo perpendiculares as suas bases.

ZConfira figura associada ao problema!
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V= m(1/x)?dx
1
t
= 71 lim x 2 dx
t—o0 J1
-1 t
= 77 lim {x_}
t—o0 | — 1
= 77 lim (—— + 1)
t—00
= 7T uv.

5. Por um lado, uma linha horizontal que atravesse a represa a uma profundidade de
y metros tem comprimento

W(y) = 2875 — g metros.

De fato, considere os dois tridngulos retos seguintes, obtidos retirando-se do trapézio
(da figura dada no problema) um quadrado de lado 200 metros.

50 50

Assim, W(y) = 200 + 2x metros e, por semelhanga de tridngulos, temos que

75—y  «x 175 — y
= — o 2
200 50 2 X

:>2x:87,5—%.

Agora, por outro lado, se F(y) é a pressdo total da dgua de 0 até y metros de
profundidade, entdo

dF = 98y W(y) dy quilonewtons.?*

Finalmente, podemos calcular a forca total de 0 até 175 metros via a seguinte

24Confira exemplo da represa apresentado no final do Capitulo 13 do GONICK!
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integral:
175

F(175) = dF
0

_ /O 798y (2875 - %) dy
175
_ /0 (2.817,5]/ - 4,9y2) dy

~ |1.40875y* — 163 (1)75

= 43.142.968,75 — 8.753.64583
= 34.389.322916 quilonewtons.
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LISTA ADICIONAL - CM041

SEGUEM FORMULAS VALIDAS PARA f E F ADEQUADAS:

integral definida: fabf(x)dx = F(b) — F(a) com F/ = f.
integracdo por partes: [ udv = uv — [ vdu.
integracdo por substitui¢do: [ f(u(x))u'(x)dx = [ f(u)du.
b d
S (£ (x) = g()) x| ou | [ (£ () — () dy|
A primeira para uma regido limitada superiormente por uma das curvas y = f(x) e
y = g(x), inferiormente pela outra, a esquerda por x = a e a direita por x = b.

A segunda para uma regido limitada a esquerda por uma das curvas x = f(y) e x =
¢(y), a direita pela outra, inferiormente por y = ¢ e superiormente por y = d.

area entre curvas:

volume de s6lidos com OX como eixo de rotagio do grifico de f: | ab 7f(x)? dx.
De fato, seja y = f(x) uma fungéo continua em [a, b]. Extrapolando do IR? para o R?,
considere o circulo do plano perpendicular ao eixo das abcissas, de centro (x,0) e raio
f(x).”> A medida da drea de tal circulo é dada por 7t f(x)? u.a.. Agora, integre de x = a
até x = b.2°

volume de sélidos com OY como eixo de rotagio do grifico de f: | Cd f(y)?dy.
De fato, seja x = f(y) uma fung¢do continua em [c,d|. Agora proceda como no item
anterior.

2 o segundo circulo da figura acima.
267 f(x)?dx pode ser visto como o volume do cilindro de revolugdo em torno do eixo OX, de raio f(x) e
altura dx arbitrariamente pequena. (Confira Capitulo 13 do GONICK!)
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integracio imprépria: | ab f admite uma das seguintes condicdes:
I.a=—-ccoub = oo
II. f é descontinua em algum ponto de [a, b].

Ainda, caso os limites seguintes existam, temos que:

[Cr=m [

L1. f continua em [a, o) acarreta

1.2. f continua em (o0, b] implica em

/boofzzegmoo/ebf;

L.3. f continua em (—o0,00) resulta em

[of=Lr+ ] s

IL.1 f continua em (a, b] e descontinua em 4 acarreta

/abf:: lim ’ f;

=0t Ja+t

I1.2 f continua em [a,b) e descontinua em b implica em

/f im [

T—07t

IL.3 f continua em [a,b] — {c} e descontinua em ¢, resulta em

[r=fr+]"

Caso um dos limites anteriores ndo exista, diremos que sua integral “ndo converge”.

funcio densidade de probabilidade: p(x) ndo-negativa tal que

/oo p(x)dx.

—00

Uma tal p é dita uma “pdf”, do inglés probability density function.
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APRESENTE CALCULOS QUE COMPROVEM A VALIDADE DAS SEGUINTES AFIRMA(;()ES:

1. E nulo o limite | .
n(x—%
lim M
x—F  secx

2. f(x) = e* + 3¢~ ndo tem ponto de maximo e In v/3 é seu tnico ponto de minimo.
3. f/(1) =In2 para
2 Inx
f(x) = (x + 1) :

4. Via aproximacao linear,
£(199) ~ —0087

para

f(x) = xsen (7‘(9(2) .

/2
/ xZsenxdx = 7 — 2.
0

4
/ eV¥dx = 202 +2.
0
7. Adreaentreas curvasy = x ey = x> de x = 0 até x = 1 mede, em unidades de érea,
1/6.

8. Adreaentreascurvasx =y +3ex = y>dey = —1 até y = 1 mede, em unidades de
area, 16/3.

9. Velocidades de um Audi e um BMW (em fungdo do tempo) sdo dadas pelas fungdes

oa(t) = 3t m/s para os primeiros 10 segundos,
AV T30 m/s ap6s 10 segundos,

e

op(t) = 5t m/s para os primeiros 4 segundos,
BYW'™ 1 20 m/s apés 4 segundos,

respectivamente. Se a ultrapassagem do Audi sobre o BMW ocorre em t = T segundos,
entao T = 11.

10. (a) Use o Problema 6 do Capitulo 12 do GONICK para obter
R RZ
/ VRZ —x2dx = 2
_R 2

(b) Use (a) para verificar que a drea de um circulo de raio R é, em unidades de 4rea,
2
TTR”.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Considere a esfera de raio R obtida pela rotagdo da semi-circunferéncia y = v/ R? — x2

em torno do eixo das abcissas. Via uma integral adequada, prova-se que a medida do
47R3

volume de tal sélido ¢, de fato, =5 u.v..

O volume do sélido obtido pela rotagdo em torno do eixo das abcissas da regido do
plano delimitada por y = x> —4x +5,x = 1, x = 4 e y = 0, em unidades de volume, é
dado por 787/5.

O volume do sélido obtido pela rotagdo do grafico de f(x) = 2 + senx em torno do
eixo das abcissas, de x = 0 a x = 277, em unidades de volume, é 9772

Considere o cone de altura H obtido pela rotacdo da reta y = ax em torno do eixo
das ordenadas. Via uma integral adequada, prova-se que a medida do volume de tal

21: P 3
sélido é, de fato, % u.v..

Considere o paraboléide de altura H obtido pela rotagio da parébola y = ax? em torno

do eixo das ordenadas. Via uma integral adequada, prova-se que a medida do volume
de tal sélido é, de fato, ”2—1;12 u.v..

/OO 1 dx—E
0 x2+16 =~ 8

/ R SR VR
e X242x 48 7
Seja A a medida da area da regido do plano delimitada pelo semi-eixo negativo das

ordenadas, o segmento de reta da origem até o ponto (1,0) e a parte do grafico de Inx
que estd no quarto quadrante. Dai, em unidades de drea, A = 1.

Uma explosdo numa fabrica de cola cobriu as suas cercanias com uma camada de um
liquido amarelo, viscoso e grudento, na forma de um calombo simetricamente arre-
dondado. Medidas revelam que a profundidade da cola diminui com a distancia a
partir do “ground zero” (centro) da explosdo. De fato, D(r), a profundidade em metros
a uma distancia de r quildémetros, pode ser calculada aproximadamente pela férmula:

2
D(r) = 27" metros.
(@) 21 milhdes de metros ctibicos, aproximadamente, é o volume total da cola num

raio de 5 quildometros.

(b) Supondo que o terreno da fabrica seja plano e arbitrariamente longo em todas as
direcodes, 27” -10°m3, aproximadamente, é o volume total de cola espalhada por
todo tal terreno.?”

A funcdo p(x) dada a seguir é uma pdf:

0 parax <0,
p(x) = 1

[3x2 Pparax> 0.

?’Note que os valores dos itens (a) e (b) nos dizem que, a partir de 5 Km, o volume permanece quase
inalterado!
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DICAS/SUGESTOES /RESOLUCOES PARCIAIS/ TOTAIS:

1. De fato, basta observar que

In(x — Z
lim M = lim
x—>% secx x—>%

In(x — %)

1
COSs X
_1_
—Z
— 11 2
= 11rr71T <on

2 cos?x

(do tipo “co/0”)

(L'Hopital)

cos? x

= lim ———— (do tipo “0/0”
% senx (x — 5) (dotipo 0/0%)
-2
— lim coseent (L'Hopital)
x—ZF cosx (x — %) +senx

0
1

2. Vamos calcular o(s) ponto(s) critico(s) e usar o Teste da Derivada de Segunda Ordem
para f(x) = e* + 3¢ *. Note primeiramente que

fl(x)=e" =3¢ e f(x) = f(x) > 0.

Entao

fla)=0= e = >

ex
— ¥ =3
= 2x =1In3

1
:x:iln3

nos diz que x = In /3 é o tinico ponto critico e que, devido a f” <ln \/§> > 0, temos
um Utnico extremo local e este é ponto de minimo.

flx) = (x2 + 1)1“ — Inf(x) =Inx-In <x2 + 1)

f'(x) ~In (x2+1) 2xInx
) X 241
:>f/(X) _ (ln (X‘:C-|- 1) +iyzcl—i1’_1;(> <x2+1)lnx

— (1) = (1“(11“) " flﬁ) (1+1)1

— f'(1) = (In2+0) - (20)
= (1) =In2.
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4. A aproximacdo linear (aqui estudada) é expressa da forma
f(x) = f(a) + f'(a)(x —a)
desde que x esteja suficientemente préximo de a. Assim, como
f(x) = xsen (nxz) e f'(x) =sen (nx2> + 27tx? cos (nx2> ,
sex =199 ea = 2, entdo

£(199) ~ 0+ (0 +87)(—001)
~ —0087.

5. Via o Exemplo 8 do Capitulo 12 do GONICK,?

/2

/2
/ xzsenxdx: [—XZCOSX+2XSQI’1X—|—2COSX}O
0

6. Considere y?> = x. Daf 2ydy = dx e

Assim, via integragdo por partes, para

u=2y e dv=_éldy,

isto é,
du=2dy e v=2¢éY,
temos que
F(x) = 2ye¥ — Z/eydy
= 2/xeV¥ —2eV¥ 4 C.
Entdo

4
/ eV* dx = F(4) — F(0)
0
=2¢2 4 2.

28Caso seja questdo de Prova, a integral indefinida deve ser calculada, isto é, ndo pode ser usada apenas de
memoria!
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. Resolugdo no Capitulo 13 do GONICK.
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10. (a)

R R
/_R\/Rz—xzdx:/_R\/Rz(l—(xz/Rz))dx

:R/_i.m—(x/R)zdx
:R-R/_llx/l—uzdu

= R? [1 <\/ 1 — u?u — arccos u)} 1_1

2

2

= 7(— arccos 1 + arccos(—1))

2

R

nR?
—

(b) Para calcular a drea de um circulo de raio R, basta considerar a circunferéncia
de centro na origem e mesmo raio dada pela equagdo x> + y*> = R?, isto é, y =
+v/R? — x2. Neste caso o sinal + (respectivamente, —) estd associado a semi-
circunferéncia superior (respectivamente, inferior).

y = VRI—x2
R

X
—R 0 R

Entdo a 4rea de um tal circulo pode ser obtida via

R 2
2/ \/Rz—xzdx:Z-%
~R
= 7R?.
11. Resolugdo no Capitulo 13 do GONICK.
12. Seja f(x) = x*> — 4x + 5. Dai
4
Volume = / mf(x)%dx
1
4 2
= / 7r<x2—4x+5) dx
1

4
_ n/ <x4—8x3+26x2—40x+25> dx
1

5 2613 4
=7 x——2x4+£—20x2+25x dx
5 3 1
- 787ruV
=5 uv
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13. Tal volume é obtido da seguinte maneira:

/02” 2(f(x))2dx = 7 /02”(2 + senx)? dx

27
= 7'[/ (4+4senx—|—sen2x> dx
0

1 27
=T [4x—4cosx-|—§ (x—senxcosx)]
0
=n8r—4+m+4)

= 9772 uv..

(A integral de sen? x est4 resolvida no Exemplo 9 do Capitulo 12 do GONICK.
Se este exercicio fosse questdo de prova, nada valeria caso tal exemplo fosse usado
apenas de memoéria, sem o célculo da integral indefinida [ sen? x dx!)

14. Resolugdo no Capitulo 13 do GONICK.

15. Resolugdo no Capitulo 13 do GONICK.
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16.

© 1 51
dx = li / d
/o 2167 mo 216"
5 1
— 1i d
e Jo 16(1+ (x2/16))

= lim L 1 dx
C ssee 16 0 1+ (x/él:)2
1 64 1
L [T 1
16500 Jo 1T+
o/4
0

= = lim [arctan u]
0—00

d—r00

(-9

) 0
= — lim [ arctan 1 arctan 0

OBSERVACAO: | Tanto nesta questdo quanto na préxima, no calculo dos limites,

) 7T . 7T
lim arctanx = —— e lim arctanx = —
X——00 2 X—0o0 2

sdo usados. De fato, confira o gréfico da fun¢do arctan x no final do Capitulo 0 do
GONICK.

17. Se F(x) é primitiva de

1

flx) = x24+2x+ 8’

isto é,



para qualquer C constante, entdo tal F pode ser obtida via:

F(x) = /;dx

x24+2x+8

—/ 1 dx
) 24 2x4+1+47

Z/m”

:/u21+7du
1

:/md”

—/ du
1+ uz/\/_>>

:§/1+(u/\/7>2du

1 1
—i'ﬁ/l_i_vzdv

1
= —— arctanv

V7

1 u
= —— arctan —

V7 V7

1 x+1
= —— arctan

V7 V7

Segue dai que

/oox2+2x+8 / flx

_ /oof(x)dx+/()oof(x)dx

= aim [ faxs im [

= lim ((0) ~ E(e)) + lim (F(3) — F(0))

— pfo7 — ( tim F(e)) + (Jim F(0)) ~ Ffo7

caso existam tais limites. Assim

00 1 . e+1 . o0+1
/ —dx = — lim arctan + lim arctan
oo X2 4+2x+8 e——o0 N = NG

1
=
1 T T
:W<_ (-2)+3)
N
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18. Temos que verificar que

1
A= / Inxdx
0

1

De fato, por um lado, considere o gréfico da fun¢do Inx no final do Capitulo 0 do
GONICK. (Mais especificamente, considere apenas o quarto quadrante daquela figura.)
Por outro lado, vimos no Exemplo 6 do Capitulo 12 (via integragdo por partes) que

/lnxdx =x(Inx —1)+C.

Dai

1 1
/ Inxdr = lim [ Inxdx
0

=0t Jt

= lim [x(Inx — 1)]]i

T—0*
= lim [(In1—1) — (t(InT — 1))]
=0t
Int—-1
= —1— 1
Tg{)l* 1/t

caso exista tal limite. Assim, via L’'Hopital,

1/t
A=|-1— lim ——
‘ TLI(I)1+ —1/1'2
= ’—1+ Iim T
T—0*t
=| -1

=1

19. Resolugoes no Capitulo 13 do GONICK.

20. Como p(x) é ndo-negativa, resta verificar que

/OO p(x)dx =1.

e

0
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De fato,

= lim u=2du (u=1+x)
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