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EDF (Linear de Ordem k c/ Coeficientes Complexos Ctes)

L[sn] = sn — c1Sn—1 — ©2Sn—2 — * ** — CkSn—k,

n>k, ceC,i=1,....k, cx#0

=
) [EB1=0)
(NH) | L[ss] = %(n)|,

sendoy: {neN: n>k} —C.
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Solugdo do Problema de Valor Inicial (PVI) para (H)

Sequéncia (s,) em C que satisfaz (H),

ie., ‘Sn—f—k = C1Sp4k—1+ -+ CkSp ‘

com sp = gy ...y Sk—1 — Q1.
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Exemplo: Sequéncia de Fibonacci

fn+2 = fn+1+frl) ﬁJ :Oa fl =1
=

1
(fa) = (0,1,1,2,3,5,8,...,\/5(/\8—/\1’),...>,

1++5 1-+5
5 e)\lz 5 .

Ao =
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Existéncia de Solugdo do PVI para (H)

@ De sp =agp,...,S5_1 = ax_1, temos

(H)
Sk = C10k—1 + -+ CkQp.
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Existéncia de Solugdo do PVI para (H)

@ De sp =agp,...,S5_1 = ax_1, temos

(H)
Sk = C10k—1 + -+ CkQp.

@ Suposicdo: Obtemos s, ..., Sp1k_1

(H)
(e Spyk = CiSnpk—1 + -+ + +cksn).
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Existéncia de Solugdo do PVI para (H)

@ De sp =agp,...,S5_1 = ax_1, temos

(H)
Sk = C10—1 + -+ Ckog.

@ Suposicdo: Obtemos s, ..., Sp1k_1

(H)
(e Spyk = CiSnpk—1 + -+ + +cksn).

o Dai, de sp41,. .., Sptk, temos

(H)
Sn+k+1 = C1Sp+k + -+ CkSn+1-
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Unicidade de Solugdo do PVI para (H)

o () e (Bn) solugdes do PVl com oj =G4, i =0,...,k— 1.
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Unicidade de Solugdo do PVI para (H)

o (ap) e (Bn) solugdes do PVI com «; = f3;, i =0,...,k— 1.
o Daf:
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Unicidade de Solugdo do PVI para (H)

o (ap) e (Bn) solugdes do PVI com «; = f3;, i =0,...,k— 1.
@ Dai:
H H
e o ) Zf;l CiO—j = Z,l'(=1 CiBr—i ® B
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Unicidade de Solugdo do PVI para (H)

o (ap) e (Bn) solugdes do PVI com «; = f3;, i =0,...,k— 1.
@ Dai:
H H
e o ) Zf;l CiO—j = Z,l'(=1 CiBr—i ® B

(H) «—«k k (H)
O g1 = D iq CiOk1—i = Y g CiBk1—i = Br+1i
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Existéncia e Unicidade

Unicidade de Solugdo do PVI para (H)

o (ap) e (Bn) solugdes do PVI com «; = f3;, i =0,...,k— 1.
@ Dai:
H H
e o ) Zf;l CiO—j = Z,l'(=1 CiBr—i ® B

(H) «—«k k (H)
O g1 = D iq CiOk1—i = Y g CiBk1—i = Br+1i
0 “ e
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Existéncia e Unicidade

Unicidade de Solugdo do PVI para (H)

e
@ Dai:
H H
o © Zf=1 Ciok—j = Z,’le CilBk—i © B

(H) «—«k k (H)
O g1 = D iq CiOk1—i = Y g CiBk1—i = Br+1i
0 “ e

o (an) e (Bn) solugdes do PVI com «aj = i, i =0,...,k— 1.

o Dai oo, = (B, para todo n > 0.
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X, Subespaco de C*> de Dimensao k

@ Se (s,(,i)) € X e a; € Cparatodoi€{l,...,m}, entdo

(sn) = (i a;s,(,i)) € X.
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X, Subespaco de C*> de Dimensao k

@ Se (s,(,i)) € X e a; € Cparatodoi€{l,...,m}, entdo

(sn) = Za;s,(,i) €X.

i=i

o De fato,

1= =1 j_l
k m ) k
=) ¢ aist) cjs
- J 19n4k—j Jjon+k—j

para todo n € N.
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X, Subespaco de C*> de Dimensao k

@ Se (s,(,i)) € X e a; € Cparatodoi€{l,...,m}, entdo

(sn) = Za;s,(,i) €X.

i=i

o De fato,

1= =1 j_l
k m ) k
=) ¢ aist) cjs
- J 19n4k—j Jjon+k—j

para todo n € N.
@ Quanto a dimens3o de X7
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X é lsomorfo a CK

T, X — Ck
(Sn) — (Sk—17"'751750)T

é isomorfismo.
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X, Espaco Solucdo de (H)

Demonstracao

@ 7 bem definida: toda sequéncia em X tem uma tnica sequéncia de k
condi¢des iniciais;
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X, Espaco Solucdo de (H)

Demonstracao

@ 7 bem definida: toda sequéncia em X tem uma tnica sequéncia de k
condi¢des iniciais;

@ 7 sobrejetora: cada sequéncia (sp, - .., Sk—1) pode ser extendida a
uma sequéncia em X;
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X, Espaco Solucdo de (H)

Demonstracao

@ 7 bem definida: toda sequéncia em X tem uma tnica sequéncia de k
condi¢des iniciais;

@ 7 sobrejetora: cada sequéncia (sp, - .., Sk—1) pode ser extendida a
uma sequéncia em X;

@ 7 injetora: via unicidade de soluc¢des;
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Demonstracao

@ 7 bem definida: toda sequéncia em X tem uma tnica sequéncia de k
condi¢des iniciais;

@ 7 sobrejetora: cada sequéncia (sp, - .., Sk—1) pode ser extendida a
uma sequéncia em X;

@ 7 injetora: via unicidade de soluc¢des;

@ 7 linear:
m(a(xa) + B(yn)) = (axk—1 + BYk—1, .., ax0 + Byo) " =

a(X-1,--,%0) " + aVk-1,---,y0)T = am(xn) + B7(yn),
V(xn), (yn) € X, Vo, B € C.
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71 leva Base em Base

o {e1,...,ex} base candnica de CK =
{m=!(e1),..., 7 (ek)} base de X.

(LW AU E TR ET L EN S ETG L EE W (VAT T T Recorréncias ou Equacdes a Diferencas Finit  30/01/2012-17/02/2012

10 / 25



71 leva Base em Base

o {e1,...,ex} base candnica de CK =
{m=!(e1),..., 7 (ek)} base de X.

@ Solucdo do PVI com condicdes iniciais sg = ag, ..., Sk—1 = Qk_1:

aoﬂfl(ek) + -+ ak,lﬂ’*l(el)_
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71 leva Base em Base

o {e1,...,ex} base candnica de CK =
{m=!(e1),..., 7 (ek)} base de X.

@ Solucdo do PVI com condicdes iniciais sg = ag, ..., Sk—1 = Qk_1:

aoﬂfl(ek) + -+ ak,lﬂ’*l(el)_

o {77 (e1),...,m !(ex)} pode n3o ser a melhor base de X' para
obtermos uma férmula simples para o n-ésimo termo da solucdo de
um PVI.
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Exemplo:Recorréncia de Fibonacci

@ Qual a solugdo do PVI |fpyo =fpp1 + £, fo=-1, =3
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S
Exemplo:Recorréncia de Fibonacci

@ Qual a solucio do PVI

foy2 = fos1 +foy fo=—1, =3

3 (er) + (~ L) (e2) =

3(0,1,1,2,3,5,8,13,21,...) — 1(1,0,1,1,2,3,5,8,13,...) =
(-1,3,2,5,7,12,...).
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Matriz Companheira e Polindmio Caracteristico de (H)

Sn+k—1

Sn+1
Sn

LT EL Gl ET RN SR T EE W (MRT T8 Igd Recorréncias ou Equacdes a Diferencas Finit  30/01/2012-17/02/2012 12 /25



Matriz Companheira e Polindmio Caracteristico de (H)

Sn+k—1
Def. .
0 5, = ;
Sn+1
Sn
a (&} e Ck—1  Ck
1 0 Zeros
o C = 1 0 :
zeros
1 0
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Forma Matricial de (H)

Matriz Companheira e Polindmio Caracteristico de (H)

Sn+k—1
Def. .
05, = '
Sn+1
Sn
c1 C st Ck—1  Ck
1 0 Zeros
o C= 1 0 :
zeros
1 0
o c(x)=xk—cxkt - — ¢
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Matriz Companheira e Polindmio Caracteristico de (H)

Sn+k—1
Def. .
0 5, = ;
Sn+1
Sn
c1 C st Ck—1  Ck
1 0 Zeros
o C= 1 0 :
zeros .
1 0
o c(x)=xk—cxkt - — ¢

@ Forma Matricial de (H): ;
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Matriz Companheira e Polindmio Caracteristico de (H)

Sn+k—1
e 5, Def. : :
Sn+1
Sn
a6 o o a1 o |
1 0 zeros
o C= 1 0 :
zeros .
- 1 0 -
o c(x) =xk—cxk=t — ... — ¢
@ Forma Matricial de (H): ;
o 51 = CS[), 52 = CSl = C250, ey Sn = C"So.
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Exemplo: Fibonacci, Novamente!

el el Lo)
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Exemplo: Fibonacci, Novamente!

anl=le ]l el Lo)

o c(x) = IIX —1x =x-—x—-1=

C tem autovalores A\ = 1%6 e\ = %;
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Exemplo: Fibonacci, Novamente!
el o] [ LR )-16)
fot1 10 fo 17 L1 0
o c(x) = 1—-x 1 5

C tem autovalores A1 = HT\E el = %?
o (C—ANG=0,i=12=
G =(=2/(1=5),1)7 e G =(-2/(1+5),1)7

autovetores LI de C;
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Exemplo: Fibonacci, Novamente!

fat2 11 fot1 fi 1]
e l=o % 1R 16)
IIX 1 =x>-x-1=

C tem autovalores Alzl%ﬁe)Q:%;
o (C—)\,'/)C,'Io,izl,2=>
G =(-2/(1=v5),1)T e G =(-2/(1+V5),1)"
autovetores LI de C;
o P [ —2/(1 - +/5) —2/(1+\/5)]
- 1 1 '
D,,_[[(Hﬁ)/z]" O | ¢
a 0 [(1—-V5)/2]"
P | 1V 2/(V5(1+5)) |
L -1VB —2/(VE(L - V)

o c(x) =
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Exemplo: Fibonacci, Novamente!

fat2 11 fot1 fi 1]
e l=o % 1R 16)
IIX 1 =x>-x-1=

C tem autovalores Alzl%ﬁe)Q:%;
o (C—)\,'/)C,'Io,izl,2=>
G =(-2/(1=v5),1)T e G =(-2/(1+V5),1)"
autovetores LI de C;
o P [ —2/(1 - +/5) —2/(1+\/5)]
- 1 1 '
D,,_[[(Hﬁ)/z]" O | ¢
a 0 [(1—-V5)/2]"
P | 1V 2/(V5(1+5)) |
L -1VB —2/(VE(L - V)

o Fr=CrRo = PD"P 1Ry WD f = L [(185)"  (1545)"]

o c(x) =

V5 2
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Solucdo Geral de (H)

Teorema Fundamental

Sejam A1, ..., A; as raizes distintas de c(x) de multiplicidades my,
respectivamente. Daf

(sn) é solugdo de (H)
se, e somente se,
sp=ar(MA] + -+ ar(n)A]

é seu n-ésimo termo e cada a; é polinGmio em x de grau menor que m;.
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Solucdo Geral de (H)

Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—]., 52:0, 53:].

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);
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Solucdo Geral de (H)

Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—]., 52:0, 53:].

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);
o )\1:1, m1:3;)\2:—2, m2:1;
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Solucdo Geral de (H)

Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—]., 52:0, 53:].

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);

o )\1:1, m1:3; )\2:—2, m2:1;
0 s, = a1(n)(1)" + a2(n)(—2)"; a1(x) = Bo + Bix + Pox?,a2(x) = B3;

30/01/2012-17/02/2012 15/ 25
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Solucdo Geral de (H)

Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—]., 52:0, 53:].

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);

e MN=1m=3=-2 m=1,;

o s, = a1(n)(1)" + ax(n)(—2)" ai(x) = o + Bix + f2x*,a2(x) = Ps;
o s, = (fo+ Bin+ B2n®) + B3(—2)";
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Solucdo Geral de (H)

Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—1, SQZO, 53:1

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);

e MN=1m=3=-2 m=1,;

o s, = ar(n)(1)" + ax(n)(—2)"; a1(x) = Bo + Bix + Pax?,a2(x) = Bs;
0 s, = (Bo + Bin+ Ban?®) + B3(—2)";

@ Célculo dos 3;'s via condicdes iniciais:

100 1 1 1000 89
111 -2 -1 Escalﬁ)‘nento 0100 —8/3 .
1 24 4 0 0 010 1 '
139 -8 1 0001 1/9
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Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—1, 52:O, 53:1

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);

e MN=1m=3=-2 m=1,;

o s, = ar(n)(1)" + ax(n)(—2)"; a1(x) = Bo + Bix + Pax?,a2(x) = Bs;
0 s, = (Bo + Bin+ Ban?®) + B3(—2)";

@ Célculo dos 3;'s via condicdes iniciais:

100 1 1 1 00 0 8/9
111 -2 -1 EscaIcE;nento 0100 —8/3 .
124 4 0 0010 1 '
139 -8 1 0001 1/9

° sn:%—%n+n2+é(—2)”
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Solucdo Geral de (H)

Exemplo: s,.4 = sp13 4+ 35,40 — bspe1 + 25, 5p =1,
51:—1, 52:O, 53:1

0 c(x)=x*—x3-3x2+5x—2=(x—1)3(x+2);

o )\1:1, m1:3; )\2:—2, m2:1;

0 s, = a1(n)(1)" + ax(n)(=2)"; a1(x) = o + Bix + fax?,a2(x) = Bs;

o s, = (fo+ Bin+ B2n®) + B3(—2)";

@ Célculo dos 3;'s via condicdes iniciais:
100 1 1 1 00 0 8/9
111 -2 -1 EscaIcE;nento 0100 —8/3 .
1 2 4 4 0 0 010 1 '
139 -8 1 0001 1/9

° sn:%—%n+n2+é(—2)”

@ Teste

sS4 =5—-3%416+2=8=14+0+5+2=s3+3s, — 551 + 25.
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Solucdo Geral de (H)

Observacoes

@ Idéia da Demonstracao do Teorema Fundamental: Via Forma
Candnica Racional (Algebra Linear), obtemos base {by,--- by} de
Ck, sendo {77 1(by),...,m(bk)} a base mais simples possivel de X

com a qual podemos obter o n-ésimo termo de (sp).
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Solucdo Geral de (H)

Observacoes

@ Idéia da Demonstracao do Teorema Fundamental: Via Forma
Candnica Racional (Algebra Linear), obtemos base {by,--- , b} de
Ck, sendo {77 1(by),...,m(bk)} a base mais simples possivel de X
com a qual podemos obter o n-ésimo termo de (sp).

@ Se C tem k autovalores distintos (entre si), o n-ésimo termo da
solucdo é dado por

Sh = alz\f+~-+ak)\ﬂ,

com a;'s em C.
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Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ )\ autovalor de C.
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Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ )\ autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.

LT EL Gl ET RN SR T EE W (MRT T8 Igd Recorréncias ou Equacdes a Diferencas Finit  30/01/2012-17/02/2012 17 /25



Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ ) autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.
@ De fato, como c(\) =0,

Cvy = (Cl)\k_l + C2)\k_2 + -+ Ck,>\k_1, ey )\)T =

WXL )T = AL DT = .
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Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ ) autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.
@ De fato, como c(\) =0,

Cvy = (Cl)\k_l + C2)\k_2 + -+ Ck,>\k_1, ey )\)T =

WXL )T = AL DT = .

o 1 l(vy) = (\") € X.
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Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ ) autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.
@ De fato, como c(\) =0,

Cvy = (Cl)\k_l + C2)\k_2 + -+ Ck,>\k_1, ey )\)T =

WXL )T = AL DT = .

o 1 l(vy) = (\") € X.

@ De fato, defina s, = \".
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Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ ) autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.
@ De fato, como c(\) =0,

Cvy = (Cl)\k_l + C2)\k_2 + -+ Ck,)\k_l,.. .,)\)T =
WXL )T = AL DT = .
o ml(vy) = (\") € X.

@ De fato, defina s, = \".
o Dai S, = A"y e CS, = \"Cvy = \"lvy =S, 1.
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Solucdo Geral de (H)

Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ )\ autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.

@ De fato, como c(\) =0,
Cvy, = (Cl)\k_l + C2)\k_2 + -+ Gk, )\k_l, R
WXL )T = AL DT = .

o ml(vy) = (\") € X.
@ De fato, defina s, = \".
o Dai S, = A"y e CS, = \"Cvy = \"lvy =S, 1.

o Dai (s,) € X com vetor inicial Sop = vj.
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Solucdo Geral de (H)

Demonstracao para \q, ..., \x Distintos

@ ) autovalor de C.
@ Daivy = (A1 \F=2 X\ 1)7 é autovetor associado.
@ De fato, como c(\) =0,
Cvy = (Cl)\k_l + C2)\k_2 + -+ Gk, )\k_l, ey )\)T =

WXL )T = AL DT = .

° 7['_1(V)\) =(\")e X.
@ De fato, defina s, = \".
o Dai S, = A"y e CS, = \"Cvy = \"lvy =S, 1.
o Dai (s,) € X com vetor inicial Sop = vj.

@ {Vy,...,vy,} base de Ck. Dai {(A]),..., (A7)} é base de X.

30/01/2012-17/02/2012
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S, — /\sn—l + @D(n), Soy = &g | =
50 = o\ + 3 ())A", Vn > 0

o s1=Aso + (1) = ol + Xj; (DA
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S, — /\sn—l + @D(n), Soy = &g | =
sp =\ + >0 (A", Vn >0

o s1=Aso + (1) = ol + Xj; (DA

Hipdtese de Inducao
° s, =

A (oAt 4+ S (AT + S e =
A" + S (A
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S, — /\Snfl + @b(n), Soy = &g | =
sp =\ + >0 (A", Vn >0

o s1=Aso + (1) = ol + Xj; (DA

Hipdtese de Inducao
° s, =

A (oAt 4+ S (AT + S e =
oA+ 31 (A
@ Exemplo:
Sn = ASp_1 + cte, so = ag =
Sn= o\ +cte(A"TL 4+ A+ 1)
agA" + cte (11%’\;) , se A # 1,
ag + cten, se \=1,
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L[—] é Operador Linear

@ Seja {(x,(,l)),...,(x,(,k))} base de &, i.e.,
LM = = L = 0.
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L[—] é Operador Linear

@ Seja {(X,(,l)),...,(x,(,k))} base de &, i.e.,
LM = = L = 0.

@ Dai, para quaisquer ag, ..., ay,
LSy a1 = Y aille”] = 0.
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L[—] é Operador Linear

@ Seja {(X,(,l)),...,(x,(,k))} base de &, i.e.,
LM = = L = 0.

@ Dai, para quaisquer ag, ..., ay,
LI as] = I ail g ] = 0.
o Como (Zf-‘zl a,-x,(,')> € X, podemos obter os «;'s para o PVI

k (/) k () k ()
L[Zi:l Qi Xn ] =0, Zi:l aiXg ' = 50y, Zi:l QX "1 = Sk—11
resolvendo o sistema de k equacdes lineares nas varidveis asg, ..., ak
dadas pelas condigdes iniciais.
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L[—] é Operador Linear

@ Seja {(X,(ql)),...,(x,(,k))} base de &, i.e.,
LM = = L = 0.

@ Dai, para quaisquer ag, ..., ay,
LI as] = I ail g ] = 0.
o Como (Zf-‘zl a,-x,(,')> € X, podemos obter os «;'s para o PVI

L[Zf'(:l Oz,-X,(,i)] =0, Zf'(:l aixéi) =505 Zf:l afxlgi—)l = Sk—1

resolvendo o sistema de k equacdes lineares nas varidveis aj, ...

dadas pelas condigdes iniciais.
De f k(5 l) () T _
@ Defato, Y i j ai(xg /5o % 1) (s0y---,Sk—1)

(Xéi),.-.7X;((i_) )T = 17_,,7k} é LI. Caso contrario,

{(x,(,i)) =1, k} seria LD!

Te
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (h,) solugdo geral de (H) e (p,) solugdo particular de (NH):
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (hy) solucéo geral de (H) e (pn) solugdo particular de (NH):
o hn =S aid?, Lih) = 0 e Llps] = (n);
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (hy) solucéo geral de (H) e (pn) solugdo particular de (NH):

o hy =3 axd), L) = 0 e Lip,] = v(n);
o L[h, + pn] =(n), i.e., (h, + p,) é solucdo de (NH).
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (hy) solucéo geral de (H) e (pn) solugdo particular de (NH):

o hy =3 axd), L) = 0 e Lip,] = v(n);
o L[h, + pn] =(n), i.e., (h, + p,) é solucdo de (NH).

@ Resolver o PVI
‘ L[sn] = 4(n), so = Po,--- k-1 = Br-1 ‘
é obter s, = h, + p, satisfazendo as condicGes iniciais, i.e., é obter:
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (hy) solucéo geral de (H) e (pn) solugdo particular de (NH):

o =3y, b =0 e Lpd] = (o)
o L[hy + pn] = 9(n), ie., (hy+ pn) é solugdo de (NH).

@ Resolver o PVI
‘ L[sn] = 1(n), so = Bo,---»Sk—1 = Brk—1 ‘

é obter s, = h, + p, satisfazendo as condicGes iniciais, i.e., é obter:
@ solugdo (p,) de (NH),
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (hy) solucéo geral de (H) e (pn) solugdo particular de (NH):
e h, —Z, lax,, ,L[h]—OeL[p,,]— Y(n);
o L[h, + pn] =(n), i.e., (h, + p,) é solucdo de (NH).
@ Resolver o PVI
‘ L[sn] = ¥(n), so=Bo,---, k-1 = Brk-1 ‘
é obter s, = h, + p, satisfazendo as condicGes iniciais, i.e., é obter:

@ solugdo (p,) de (NH),
@ solugdo geral (h,) de (H) e
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L[—] é Operador Linear

@ Sendo (hy) solucéo geral de (H) e (pn) solugdo particular de (NH):
o =3 apd?, L) = 0 e Lip,] = (n);
o L[h, + pn] =(n), i.e., (h, + p,) é solucdo de (NH).

@ Resolver o PVI

‘ L[sn] =9 (n), so= Bo,---,Sk—1 = Bk-1 ‘
é obter s, = h, + p, satisfazendo as condicGes iniciais, i.e., é obter:
@ solugdo (p,) de (NH),
@ solugdo geral (h,) de (H) e
@ solucdo do sistema de k equacgdes lineares nas varidveis ag, ...,
dadas pelas condic6es

k k
Z 1aX0 ﬁo—PowowZ 1an 1= = Bk—1 — Pr—1.
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Teorema para L[s,] = A"p(n), A € C e p(x) € C[x]

@ Sejam:
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Teorema para L[s,] = A"p(n), A € C e p(x) € C[x]

@ Sejam:
@ A1,..., A+ os autovalores distintos de C de multiplicidades my, ..., m;,
respectivamente;
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Teorema para L[s,] = A"p(n), A € C e p(x) € C[x]

@ Sejam:
@ A1,..., A+ os autovalores distintos de C de multiplicidades my, ..., m;,
respectivamente;

o 5= 0, seXé{A,...,\t},
m;, se A= \j.
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Teorema para L[s,] = A"p(n), A € C e p(x) € C[x]

@ Sejam:
@ A1,..., A+ os autovalores distintos de C de multiplicidades my, ..., m;,
respectivamente;

o 5= 0, seXé{A,...,\t},
m;, se A= \j.

@ Dai existe g(x) € C[x], de grau ndo maior que o grau de p(x), tal que

(Pn) = (A"n’q(n))
é solugdo particular de (NH).
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3
o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=

A:)\lzfl,mlzl,AQZ*Z m2:1.
o Daf:
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Solucdo Geral de (NH)

Exemplo: s, = —3s,_1 —2s, 2+ (-1)", 5=2,5 =-3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\1:*1,m1:1,>\2:*2, m2:1.

A
o Da

o

)

hy = a1(—1)" + a(~2)"], a1, 2 € C;
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Solucdo Geral de (NH)

Exemplo: s, = —3s,_1 —2s, 2+ (-1)", 5=2,5 =-3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=

A
o Da

o

)

h, = 31(—1)n + 32(—2)"

, a1, a2 € C;

)\1:*1,m1:1,>\2:*2,m2:1.

e5:1eq(x):aEC(poisp(x):l)ﬁ.
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:

o

, a1, a2 € C;

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.

@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (_1)n'
(—=1)"na= —3(-1)""Y(n—1)a—2(-1)""2(n—2)a+ (-1)".
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Solucdo Geral de (NH)

Exemplo: s, = —3s,_1 —2s, 2+ (-1)", 5=2,5 =-3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:

o

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.
@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (_1)n'

, a1, a2 € C;

(-1)"na= —-3(-1)""Yn—-1)a—2(-1)""2(n—2)a+(-1)"

@ Dividindo por (—1)"72,
an=3a(n—1)—2a(n—2)+1=an+a+1.
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:

o

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.

, a1, a2 € C;

@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (—1)",
(—=1)"na= —3(-1)""Y(n—1)a—2(-1)""2(n—2)a+ (-1)".
@ Dividindo por (—1)"72,
an=3a(n—1)—2a(n—2)+1=an+a+1.
@ a=a(l)ed=a+1 ie,a=—-1.
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:
]

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.

, a1, a2 € C;

@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (_1)n'
(—=1)"na= —3(-1)""Y(n—1)a—2(-1)""2(n—2)a+ (-1)".
Dividindo por (—1)"~2,
an=3a(n—1)—2a(n—2)+1=an+a+1.
a=a(l)e0=a+1 ie,a=-1.
Como s, = hp + py = a1(—1)" + a(—2)" + (=1)"*1n, temos:

(]

e ©
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:
]

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.

, a1, a2 € C;

@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (_1)n'
(—=1)"na= —3(-1)""Y(n—1)a—2(-1)""2(n—2)a+ (-1)".
Dividindo por (—1)"~2,
an=3a(n—1)—2a(n—2)+1=an+a+1.
a=a(l)e0=a+1 ie,a=-1.
Como s, = hp + py = a1(—1)" + a(—2)" + (=1)"*1n, temos:
@e2=sy=a1t+ae-3=s1=—-a—2a+1lie,a1=0ea =2;

(]

e ©
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:
]

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.

, a1, a2 € C;

@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (_1)n'
(—=1)"na= —3(-1)""Y(n—1)a—2(-1)""2(n—2)a+ (-1)".
Dividindo por (—1)"~2,
an=3a(n—1)—2a(n—2)+1=an+a+1.

a=a(l)e0=a+1 ie,a=-1.
Como s, = hp + py = a1(—1)" + a(—2)" + (=1)"*1n, temos:

@e2=sy=a;t+ae—-3=s1=—-a—2a+1lie,a1=0ea =2;
5, = —(—2)"1 + (—1)"1n |

(]

e ©

o
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Exemplo: s, = —3s,.1 — 25,2 + (—1)", s =2, 5 = -3

o c(X)=x2+3x+2=(x+1)(x+2)=
)\:)\1:*1, m1:1,>\2:*2, m2:1.
o Dar:
]

h, = 31(—1)n + 32(—2)"
e 0=1eq(x)=acC (pois p(x) =1) = | pr = (—1)"na|.

, a1, a2 € C;

@ Como p, = —3pp—1 —2pp—2 + (_1)n'
(—=1)"na= —3(-1)""Y(n—1)a—2(-1)""2(n—2)a+ (-1)".
Dividindo por (—1)"~2,
an=3a(n—1)—2a(n—2)+1=an+a+1.
a=a(l)e0=a+1 ie,a=-1.
Como s, = hp + py = a1(—1)" + a(—2)" + (=1)"*1n, temos:
@e2=sy=a;t+ae—-3=s1=—-a—2a+1lie,a1=0ea =2;
sp = —(—2)™1 4 (=1)"*1p ‘
@ Teste: 5 =8-2=6=9—-4+1= 355 — 250 + (—1)!
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Exemplo: s, =5s,_1 —6s,_o+2"n, so=5,s5 =4

o c(x)=x2-5x+6=(x—-2)(x—-3)=
A:)\1:2, mlzl,)\2:3,m2:1.
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Exemplo: s, =5s,_1 —6s,_o+2"n, so=5,s5 =4

o c(x)=x2-5x+6=(x—-2)(x—-3)=
A:)\1:2, mlzl,)\2:3, my = 1.
o Dar:
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Exemplo: s, =5s,_1 —6s,_o+2"n, so=5,s5 =4

0 c(x)=x2-5x+6=(x—-2)(x—3)=
A:)\;[:Q, mlzl,)\2:3, my = 1.
o Dar:

9 ‘ h, = a12" + a,3" ‘ a;,a € C;
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Exemplo: s, =5s,_1 —6s,_o+2"n, so=5,s5 =4

0 c(x)=x2-5x+6=(x—-2)(x—3)=
A:)\;[:Q, mlzl,)\2:3, my = 1.
o Dar:

9

h, = a12" + a,3" ‘ a;,a € C;

e §=1eq(x) =ax+ b e C[x] (pois p(x) = x) =

pn = 2"n(an + b) ‘
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Exemplo: s, =5s,_1 —6s,_o+2"n, so=5,s5 =4

0 c(x)=x2-5x+6=(x—-2)(x—-3)=>
A:)\;[:Q, mlzl,)\2:3, my = 1.
o Dar:

9

h, = a12" + a,3" ‘ a;,a € C;

o 6=1eq(x)=ax+b e Clx (pois p(x) = x) = | p, = 2"n(an + b) |

@ Como p, =5pp_1 — 6pp_> + 2"n,
27(an? + bn) =
5.2"1(n—1)(an—a+b) —3-2""Y(n—2)(an — 2a+ b) +2"n.
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Exemplo: s, =5s,_1 —6s,_o+2"n, so=5,s5 =4

0 c(x)=x2-5x+6=(x—-2)(x—-3)=>
/\:)\1:2, mlzl,)\2:3, my = 1.
o Dar:

9

h, = a12" + a,3" ‘ a;,a € C;

e §=1eq(x) =ax+ b e C[x] (pois p(x) = x) =

pn = 2"n(an + b) ‘

@ Como p, =5p,_1 — 6pn_2 +2"n,
27(an? + bn) =
5.2"1(n—1)(an—a+b) —3-2""Y(n—2)(an — 2a+ b) +2"n.
@ Dividindo por 271,
2an? 4 2bn =
5(an?> — (2a — b)n+ a — b) — 3(an® — (4a — b)n + 4a — 2b) +2n =
2an?> 4+ (2a+2b+2)n—Ta+ b.
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Continuacao do Exemplo

o ~.2a=2a(!),2b=2a+2b+2e0=—T7a+b,ie,a=-1leb=-7.
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Continuacao do Exemplo

o ~.2a=2a(!),2b=2a+2b+2e0=—T7a+b,ie,a=-1leb=-7.
@ Como s, = hy + py = a12" + 223" — 2"(n? + 7n), temos:
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Continuacao do Exemplo

o ~.2a=2a(!),2b=2a+2b+2e0=—T7a+b,ie,a=-1leb=-7.
@ Como s, = hy + py = a12" + 223" — 2"(n? + 7n), temos:
e b=sy=aj+aed=s5 =2a +3a,—16, i.e., ag = -5 and a, = 10;
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Continuacao do Exemplo

o ~.2a=2a(!),2b=2a+2b+2e0=—T7a+b,ie,a=-1leb=-7.
@ Como s, = hy + py = a12" + 223" — 2"(n? + 7n), temos:

e b=sy=aj+aed=s5 =2a +3a,—16, i.e., ag = -5 and a, = 10;
Sp=—5-2"+4+10-3"—2"(n? +7n) |

o
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Continuacao do Exemplo

o ~.2a=2a(!),2b=2a+2b+2e0=—T7a+b,ie,a=-1leb=-7.
@ Como s, = hy + py = a12" + 223" — 2"(n? + 7n), temos:

e b=sy=aj+aed=s5 =2a +3a,—16, i.e., ag = -5 and a, = 10;
Sp=—5-2"+4+10-3"—2"(n? +7n) |

@ Teste: sp = —204+90—72=—2=20—30+ 8 = 551 — 65y + 222!

o
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

° C(X):X274X+4:(X72)2:>
/\1:2, m1:2.
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1
° C(X):X274X+4:(X72)2:>

/\1 = 2, my = 2.
o Dai:
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (aln + 32)2n ‘, a,a € C;
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (aln + 32)2n ‘, a,a € C;

° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x):1):>.
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ap, a» € C;

° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x):1):>.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=14-3""13-4.3""2534 3"
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

c(x)=x?—4x+4=(x-2=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ai,a» € C;
° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x)zl):.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=4.3"13-4.3"234 3"
Dividindo por 3n-2

9a =12a—4a+09.
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ai,a» € C;
° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x)zl):.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=4.3"13-4.3"234 3"
Dividindo por 3n-2

9a =12a—4a+09.
@ -.a=09.
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ai,a» € C;
° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x)zl):.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=4.3"13-4.3"234 3"
Dividindo por 3n-2

9a =12a—4a+09.

(4

c.a=0.
Como s, = hy+ pn = (a1n + a2)2" + 372, temos:

(4
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ap, a» € C;

° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x)zl):.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=14-3""13-4.3""2534 3"

@ Dividindo por 3n-2
9a=12a—4a+0.
e ~a=09.
@ Como s, = h, + p, = (arn + a2)2" + 32, temos:

0 0=sy=a+9el=s5 =2a; +2a +27,ie.,a=—4ea=-09,
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ai,a» € C;
° 5:Oeq(x):ae(C(poisp(x)zl):.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=4.3"13-4.3"234 3"
Dividindo por 3n-2

9a =12a—4a+09.

(4

c.a=09.

Como s, = hy+ pn = (a1n + a2)2" + 372, temos:
0 0=sy=a+9el=s5 =2a; +2a +27,ie.,a=—4ea=-09,
o [sn=(—4n—0)2" +3m2]

(4
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Exemplo: s, =4s,_ 1 —4s, »+3", s5=0,s5 =1

o c(xX)=x>—4x+4=(x-2?°=
/\1:2, m1:2.
o Dai:

o

h, = (ain+ a2)2" ‘ ai,a» € C;
° 6:Oeq(x):ae(C(poisp(x)zl):.
o Como p, =4p,—1 — 4pp—2 + 3",
3"a=4-3""13-4.3"254 3"
Dividindo por 3n-2

9a =12a—4a+09.

(4

c.a=09.

Como s, = hy+ pn = (a1n + a2)2" + 372, temos:
0 0=sy=a+9el=s5 =2a; +2a +27,ie.,a=—4ea=-09,
o [sn=(—4n—0)2" +3m2]

@ Teste: sp = —68+81=13=4—0+9 = 4s; — 4sy + 3°!
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(4




	Definição
	Existência e Unicidade
	X, Espaço Solução de (H)
	Forma Matricial de (H)
	Solução Geral de (H)
	Solução Geral de (NH)

