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Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ O nidmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) de um
polinémio é limitado pelo nimero de mudanca de sinais em seus
coeficientes.
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Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ O nidmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) de um
polinémio é limitado pelo nimero de mudanca de sinais em seus
coeficientes.

@ Exemplo: ou p(x) = x3 + x? — x — 1 n3o tem raiz positiva ou tem
apenas uma raiz positiva.
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Polinémios Nao Negativos

Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ O nidmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) de um
polinémio é limitado pelo nimero de mudanca de sinais em seus
coeficientes.

@ Exemplo: ou p(x) = x3 + x? — x — 1 n3o tem raiz positiva ou tem
apenas uma raiz positiva.

@ De fato, p(x) = (x — 1)(x + 1)? tem apenas uma raiz positiva.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

@ Para um polindmio de grau 1 a verificagdo é trivial.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

@ Para um polindmio de grau 1 a verificagdo é trivial.
@ Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.
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Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

@ Para um polindmio de grau 1 a verificagdo é trivial.
@ Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

@ Para um polindmio de grau 1 a verificagdo é trivial.

@ Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
@ O (ltimo coeficiente é p(0).
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

@ Para um polindmio de grau 1 a verificagdo é trivial.

@ Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.

@ O (ltimo coeficiente é p(0).

@ O nidmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.
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Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

Para um polindmio de grau 1 a verificag3o é trivial.
Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

O dltimo coeficiente é p(0).

O ndmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.

o
o
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
o
o

@ Dai o nimero de mudancga de sinais e o nimero de raizes positivas devem ter a
mesma paridade.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

Para um polindmio de grau 1 a verificag3o é trivial.
Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

o
o
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
@ O (ltimo coeficiente é p(0).

o

O ndmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.

@ Dai o nimero de mudancga de sinais e o nimero de raizes positivas devem ter a
mesma paridade.
@ Suponha que p(x) tem mais raizes positivas que mudanga de sinais.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

Para um polindmio de grau 1 a verificag3o é trivial.
Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

o
o
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
@ O (ltimo coeficiente é p(0).

o

O ndmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.

@ Dai o nimero de mudancga de sinais e o nimero de raizes positivas devem ter a
mesma paridade.

@ Suponha que p(x) tem mais raizes positivas que mudanga de sinais.

@ Dai p(x) tem pelo menos duas raizes positivas a mais que mudanga de sinais.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

Para um polindmio de grau 1 a verificag3o é trivial.
Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

o
o
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
@ O (ltimo coeficiente é p(0).

o

O ndmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.

@ Dai o nimero de mudancga de sinais e o nimero de raizes positivas devem ter a
mesma paridade.

@ Suponha que p(x) tem mais raizes positivas que mudanga de sinais.

(]

Dai p(x) tem pelo menos duas raizes positivas a mais que mudanga de sinais.

@ Dai, como p’(x) tem pelo menos uma raiz entre cada duas raizes de p(x), p’(x)
tem pelo menos uma raiz positiva a mais que mudanga de sinais de p(x).
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

Para um polindmio de grau 1 a verificag3o é trivial.
Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

o
o
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
@ O (ltimo coeficiente é p(0).

o

O ndmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.

@ Dai o nimero de mudancga de sinais e o nimero de raizes positivas devem ter a
mesma paridade.

@ Suponha que p(x) tem mais raizes positivas que mudanga de sinais.
@ Dai p(x) tem pelo menos duas raizes positivas a mais que mudanga de sinais.

@ Dai, como p’(x) tem pelo menos uma raiz entre cada duas raizes de p(x), p’(x)
tem pelo menos uma raiz positiva a mais que mudanga de sinais de p(x).

@ Por indug3o o niimero de raizes positivas de p’(x) é limitado pelo nimero de suas
mudangas de sinais.
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Polinémios Nao Negativos

Demonstracdo da Regra de Sinais de Descartes-Gauss por
Indugdo sobre o Grau do Polindmio p(x)

Para um polindmio de grau 1 a verificag3o é trivial.
Seja p(x) um polindmio de grau maior que 1.

o
o
@ Assuma, sem perda de generalidade, que o sinal do coeficiente lider é positivo.
@ O (ltimo coeficiente é p(0).

o

O ndmero de raizes positivas (contadas com multiplicidades) deve ser par (r.,
impar) se p(0) > 0 (r., p(0) < 0), pois como p(x) é positivo para x suf. grande, o
grafico de p(x) deve cruzar o eixo x um ndmero par (r., impar) de vezes.

@ Dai o nimero de mudancga de sinais e o nimero de raizes positivas devem ter a
mesma paridade.

@ Suponha que p(x) tem mais raizes positivas que mudanga de sinais.
@ Dai p(x) tem pelo menos duas raizes positivas a mais que mudanga de sinais.

@ Dai, como p’(x) tem pelo menos uma raiz entre cada duas raizes de p(x), p’(x)
tem pelo menos uma raiz positiva a mais que mudanga de sinais de p(x).

@ Por indug3o o niimero de raizes positivas de p’(x) é limitado pelo nimero de suas
mudangas de sinais.

@ Dai p’(x) tem mais mudangas de sinais que p(x)! ABSURDO!
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Coroldrio da Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ Se c(x) = xK — cxk=t — ... — ¢ _1x — cx é ndo negativo, isto é, os

¢i's ndo sdo negativos e ¢, > 0, entdo c(x) tem apenas uma raiz
positiva (e esta é simples).
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Coroldrio da Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ Se c(x) = xK — cxk=t — ... — ¢ _1x — cx é ndo negativo, isto é, os

¢i's ndo sdo negativos e ¢, > 0, entdo c(x) tem apenas uma raiz
positiva (e esta é simples).
@ Demonstracdo:
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Coroldrio da Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ Se c(x) = xK — cxk=t — ... — ¢ _1x — cx é ndo negativo, isto é, os

¢i's ndo sdo negativos e ¢, > 0, entdo c(x) tem apenas uma raiz
positiva (e esta é simples).
@ Demonstracdo:
@ c(x) tem apenas uma mudanca de sinais.
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Coroldrio da Regra de Sinais de Descartes-Gauss

@ Se c(x) = xK — cxk=t — ... — ¢ _1x — cx é ndo negativo, isto é, os

¢i's ndo sdo negativos e ¢, > 0, entdo c(x) tem apenas uma raiz
positiva (e esta é simples).
@ Demonstracdo:

@ c(x) tem apenas uma mudanca de sinais.
@ Como ¢(0) = —cx < 0 e limy_ 4o c(x) = 400, 0 Teorema do Valor
Intermedidrio garante que c(x) tem pelo menos uma raiz.
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um Polinémio N3o Negativo (PNN) é
Dominante Simples

@ Lema do PNN:
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um Polinémio N3o Negativo (PNN) é
Dominante Simples

@ Lema do PNN:
o Sendo g a raiz positiva do polindmio n3o negativo

k—1

c(x) = xK — c1x cee— Ck_1X — Ck,

¢(x) muda de negativo para positivo em x = Ag;
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um Polinémio N3o Negativo (PNN) é
Dominante Simples

@ Lema do PNN:

o Sendo g a raiz positiva do polindmio n3o negativo

c(x) =xK —exk1 — o — g ix —
¢(x) muda de negativo para positivo em x = Ag;

e ¢’(x) > 0 para todo x > Ag;
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um Polinémio N3o Negativo (PNN)
Dominante Simples

@ Lema do PNN:

o Sendo g a raiz positiva do polindmio n3o negativo

c(x) = xk — gpxk—1 —

= Cke1X — G
¢(x) muda de negativo para positivo em x = Ag;
e ¢’(x) > 0 para todo x > Ag;

° Parax>0,‘c(x)>0<:>x>)\o.
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

Gréficos de f(x) = x> —x —1le c(x) = x> —2x — 2:

PNN
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:
o Parte 1:
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:

@ Parte 1:
o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
x = Ao;
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:
o Parte 1:

o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
X = Ao;

@ Dai, como ¢(x) é continua, os valores de c(x) mudam de negativo para
positivo em x = Ao (pois ¢(0) = —cx < 0 e limyx— ;o0 c(x) = +00).
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:
o Parte 1:

o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
X = Ao;

@ Dai, como ¢(x) é continua, os valores de c(x) mudam de negativo para
positivo em x = Ao (pois ¢(0) = —cx < 0 e limyx— ;o0 c(x) = +00).

o Parte 2:
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:

o Parte 1:
o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
X = )\o;
@ Dai, como ¢(x) é continua, os valores de c(x) mudam de negativo para
positivo em x = Ao (pois ¢(0) = —cx < 0 e limyx— ;o0 c(x) = +00).
o Parte 2:
@ c'(x) = kq(x), sendo
g(x) = xk-t - Gbayk=2 L 22, S

um polindmio n3o negativo.
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:

o Parte 1:
o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
X = )\o;
@ Dai, como ¢(x) é continua, os valores de c(x) mudam de negativo para
positivo em x = Ag (pois ¢(0) = —cx < 0 e limy— 4o c(x) = +00).
o Parte 2:
@ c'(x) = kq(x), sendo
R s
um polindmio n3o negativo.
@ Dai ¢'(0) = —ck—1 < 0, ¢(x) tem apenas uma raiz positiva, digamos

c’(x0) = 0, e os valores de ¢’(x) mudam de negativo para positivo em
x = xp pela parte 1.
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:

o Parte 1:
o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
X = )\o;
@ Dai, como ¢(x) é continua, os valores de c(x) mudam de negativo para
positivo em x = Ag (pois ¢(0) = —cx < 0 e limy— 4o c(x) = +00).
o Parte 2:
@ c'(x) = kq(x), sendo
R s
um polindmio n3o negativo.
@ Dai ¢'(0) = —ck—1 < 0, ¢(x) tem apenas uma raiz positiva, digamos

c’(x0) = 0, e os valores de ¢’(x) mudam de negativo para positivo em
x = xp pela parte 1.

@ Dai, como ¢’(x) < 0 para todo x num intervalo contendo 0 e ¢’(x) > 0
para todo x num intervalo contendo Ao pela parte 1, segue que
xo € (0, Xo) e ¢’(x) > 0 para todo x > Ao.
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Demonstracdo do Lema do PNN:

o Parte 1:
o O grafico de c¢(x) intercepta o semi-eixo positivo dos x apenas em
X = )\o;
@ Dai, como ¢(x) é continua, os valores de c(x) mudam de negativo para
positivo em x = Ag (pois ¢(0) = —cx < 0 e limy— 4o c(x) = +00).
o Parte 2:
@ c'(x) = kq(x), sendo
R s
um polindmio n3o negativo.
@ Dai ¢'(0) = —ck—1 < 0, ¢(x) tem apenas uma raiz positiva, digamos

c’(x0) = 0, e os valores de ¢’(x) mudam de negativo para positivo em
x = xp pela parte 1.

@ Dai, como ¢’(x) < 0 para todo x num intervalo contendo 0 e ¢’(x) > 0
para todo x num intervalo contendo Ao pela parte 1, segue que
xo € (0, Xo) e ¢’(x) > 0 para todo x > Ao.

@ Dai, para x > 0, ¢(x) > 0 se e somente se x > Ao.
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:
@ Sendo )\g a raiz positiva do polindmio ndo negativo
k k=1 _

c(x) =x" —ax cer— Ck_1X — Ck,

Ao € autovalor dominante de C.
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:
@ Sendo )\g a raiz positiva do polindmio ndo negativo
c(x) =xk —exk — o — o ix —
Ao € autovalor dominante de C.

@ Demonstracido do Teorema do PNN:
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:
@ Sendo )\g a raiz positiva do polindmio ndo negativo
c(x) =xk —exk — o — o ix —
Ao € autovalor dominante de C.
@ Demonstracido do Teorema do PNN:

2 c(A)=0=
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:
@ Sendo )\g a raiz positiva do polindmio ndo negativo
c(x) =xk —exk — o — o ix —
Ao € autovalor dominante de C.
@ Demonstracido do Teorema do PNN:
2 c(A)=0=
o M= Ml 24t =
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:
@ Sendo )\g a raiz positiva do polinémio ndo negativo
c(x) =xk —exk — o — o ix —
Ao € autovalor dominante de C.
@ Demonstracido do Teorema do PNN:
2 c(A)=0=
e M =g NT1Thro 24 4=
o =N < faX T+ XN P+ el = al A T e\ TP o=
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@ Teorema do PNN:
@ Sendo )\g a raiz positiva do polinémio ndo negativo
c(x) =xk —exk — o — o ix —
Ao € autovalor dominante de C.
@ Demonstracido do Teorema do PNN:
2 c(A)=0=
e M =g NT1Thro 24 4=
o =N < faX T+ X P+ el = al A T e\ P4 o=

o c(A) = ¥ = alA T — A2 — oo — g < 0 MR
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A Raiz Positiva de Um PNN é Dominante Simples

@ Teorema do PNN:

@ Sendo )\g a raiz positiva do polindmio ndo negativo

c(x) =xk —exk — o — o ix —

Ao € autovalor dominante de C.
@ Demonstracido do Teorema do PNN:
c(A)=0=
Mk = Cl)\k_l + Cz)\k_2 +--t o=

¢ ©

Y |)\|k = ‘)\k| < ‘C1)\k_1|+|C2)\k_2|+' . -+|Ck| = C1|A|k_1+C2|A|k_2+- B =
o c(]A]) = IAF = AL — g A[F2 — - — ¢ < 0 Femda PN
o |)\| S )\0.
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um PNN Primitivo é Estritamente
Dominante Simples

@ Sendo:
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um PNN Primitivo é Estritamente
Dominante Simples

@ Sendo:
o c(x) = xk —cxk1
primitivo, isto é,

— +++ — Ck—1X — Ck um polindmio n3o negativo

mdc{ie{l,...,k} /¢ #0} =1,
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o c(x) = xk —cxk1
primitivo, isto é,

— +++ — Ck—1X — Ck um polindmio n3o negativo

mdc{i € {1,...,k} /c#0} =1,
@ Ao a raiz positiva de ¢(x),
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Polinémios Nao Negativos

A Raiz Positiva de Um PNN Primitivo é Estritamente
Dominante Simples

@ Sendo:
o c(x) = xk —cxk1
primitivo, isto é,

— +++ — Ck—1X — Ck um polindmio n3o negativo

mdc{i € {1,...,k} /c#0} =1,
@ Ao a raiz positiva de ¢(x),

@ )\ é o autovalor estritamente dominante simples de C.
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Polinémios Nao Negativos

Estimativa da Raiz Ay > 0 de Um PNN para o “Chute”
Inicial de Algum Método Numérico (Método de Newton
Biseccdo, etc.) para o Calculo de \g

@ Sendo S=c¢; +---+ ¢k
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Estimativa da Raiz Ay > 0 de Um PNN para o “Chute”
Inicial de Algum Método Numérico (Método de Newton
Biseccdo, etc.) para o Calculo de \g

@ Sendo S=c¢; +---+ ¢k
e S=1=X=1;
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Polinémios Nao Negativos

Estimativa da Raiz Ay > 0 de Um PNN para o “Chute”
Inicial de Algum Método Numérico (Método de Newton
Biseccdo, etc.) para o Calculo de \g

@ Sendo S =c¢; + -+ + ¢k
e S=1=X=1;
e S>1=1<X<S;
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Estimativa da Raiz Ay > 0 de Um PNN para o “Chute”
Inicial de Algum Método Numérico (Método de Newton
Biseccdo, etc.) para o Calculo de \g

@ Sendo S =c¢; + -+ + ¢k
e S=1=X=1;
e S>1=>1< <SS
e S<1=S< )<l
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Demonstracao da Estimativa para \g > 0

@ Sendo ¢(1)=1-S:
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Demonstracao da Estimativa para \g > 0

@ Sendo ¢(1)=1-S:

@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
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@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
e =1 S=1
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Demonstracao da Estimativa para \g > 0
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@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
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@ Sendo ¢(1)=1-S:
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e =1 S=1
@ Sendo A\ # 1:

0 Xo>1" MWy coe 5> 1.
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@ Sendo ¢(1)=1-S:
@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
e =1 S=1
@ Sendo A\ # 1:

0 Xo>1" MWy coe 5> 1.
) C(S) = Sk — Clskil — i — k1S — =
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@ Sendo ¢(1)=1-S:
@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
e =1 S=1
@ Sendo A\ # 1:

0 Xo>1" MWy coe 5> 1.
) C(S) = Sk — Clskil — i — k1S — =
o (S—a)SF -SSP - g S—a =
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Demonstracao da Estimativa para \g > 0

@ Sendo ¢(1)=1-S:
@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
e =1 S=1
@ Sendo A\ # 1:

Do >1"meMW oy c0e 5> 1.

C(S) = Sk — Clskil — i — k1S - =
(S—a)S 't —aS2— .. g aS—a=

°
°
°
o (@+a+ ta1+a)sS T —aSP - — S —a =
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Demonstracao da Estimativa para \g > 0

@ Sendo ¢(1)=1-S:
@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
e =1 S=1
@ Sendo A\ # 1:

Lema do PNN

9 M>1 <= (1)< 0&S5>1.

) C(S) = Sk — Clskil — i — k1S — =

o (S—a)SF -SSP —... g S—a =

@ (ot+ea+--+a1+ Ck)5k71 — oS g S—a =

0 S (S—1)+aS T3S —1)+- -+ 1S(SF P - 1)+ a(SF T -1).
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Demonstracao da Estimativa para \g > 0

@ Sendo ¢(1)=1-S:
@ Ao é a Unica raiz positiva de ¢(x) =
e =1 S=1
@ Sendo A\ # 1:

Lema do PNN

9 M>1 <= (1)< 0&S5>1.

) C(S) = Sk — Clskil — i — k1S — =

o (S—a)SF -SSP —... g S—a =

s (@+a+ ta1t+a)sS T —aSP— i —aaS—a =

0 S (S—1)+aS T3S —1)+- -+ 1S(SF P - 1)+ a(SF T -1).
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