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CONTEUDO



Capitulo 1

Introducao

O contetido destas Notas de Aulas (NA), que tem sido trabalhado por mais de quinze anos,
ainda estd incompleto e ‘em construcao’. Dai é provavel que a ordem e/ou a redagao dos
exercicios, bem como a quantidade dos mesmos, variem em muitas das visitas ao endereco

www.ufpr.br/~jrrb.

Observagao andloga vale para as definigoes e os resultados que aqui figuram. Ainda, o objetivo
das Notas é servir de apoio para o curso Algebra Linear (CM005) ministrado na UFPR.
Recomendo ainda os seguintes livros:

e VETORES E MATRIZES - UMA INTRODUGAO A ALGEBRA LINEAR (a partir da 42
Edi¢ao - 2007) do Nathan Moreira dos Santos, publicado pela Editora Thomson.!

e INTRODUCAO A ALGEBRA LINEAR do Gilbert Strang, publicado pela Editora LTC a
partir da 42 Edic¢ao norte-americana.

Aqui, as notas de rodapé (ndr) tem papel importante (e DEVEM ser lidas como parte integrante
do texto) para quem estiver cursando Algebra Linear pela primeira vez. (Muitos exemplos e
algumas demonstragoes, bem como algumas resolugoes/dicas/respostas de alguns exercicios,
figuram em tais ndr.) Para quem ja cursou Algebra Linear, a leitura pode ser feita em ritmo
de revisao. Dali, neste caso, a leitura de algumas destas ndr pode (e deve) ser suprimida.
Deliberadamente nao inclui as demonstragoes de alguns resultados pois a CM005 é (predo-
minantemente) para cursos com cardter mais aplicado (engenharias, por exemplo). Alunos
interessados em preencher tais lacunas podem recorrer a livros da drea (como os previamente
citados).

O pré-requisito para a leitura destas NA é um curso de Geometria Analitica. Falando em pré-
requisitos, gostaria de expressar que vejo a Matematica como uma linguagem tipo Portugueés,
Inglés, Frances, etc. Assim, temos também ‘Matematiques’, ‘Fisiques’, ‘Quimiqués’, ‘Informa-
tiques’, etc. Aprender uma Lingua é antes, praticamente, ser alfabetizado nela. J& nessa etapa
preliminar é preciso estudé-la e praticd-la (para nado cometer equivocos com a mesma). Note
que nao é facil querer fazer um estudo avancado da Lingua sem ter sido alfabetizado nela.
Como diz o ditado: ‘O avancado é fazer o bésico bem feito!’. Por outro lado, para ter fluéncia
na Lingua é preciso, além do estudo e da pratica, conhecer todo um jargao da area. Apenas
estudar na proximidade de cada prova é perda de tempo para quase todos que assim procedem.
Sugestdes para o aprimoramento e/ou a clareza das NA serdo muito bem vindas.

I'Nenhuma ediciio mais antiga serve, principalmente por causa dos exercicios das tltimas edicoes!
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Capitulo 2

O Espaco Vetorial R™

2.1 Definicao e Propriedades do (R", +, )

Seja X € R™, isto é, X é a n-upla ordenada X = (x1,...,%,) tal que x1,...,x, € R.> Tal X
é dito um wvetor do R™ com coordenadas/componentes X1, ..., X,. A ordem das coordenadas é
importante, isto é, se X = (x1,...,X,) € Y = (y1,...,Yn) sao vetores do R™, entao

X =Y significa x; = y1, ..., Xn = Yn.>
Em R", a soma de X = (x1,...,X) € Y= (y1,...,Yn) é 0 vetor
X+Y:= (X1 +Yiy..oyXn +Yn).?
Em R", para A € Re X = (x1,...,Xn), 0 vetor
AX = (AXqy.eey AXy)

¢ dito um produto por escalar.*
Para quaisquer vetores X,Y,Z € R™ e escalares A, 3 € R, valem as seguintes propriedades:

L. X4 Y=Y +X;

2. X4+Y)+Z=X+(Y+2);

3. 0=1(0,...,0) € R™ é tal que X+ 0 = X;
4. —X = (—=1)X é tal que X+ (—X) =0;
5. AX+Y) =AX +AY;

6. (A+B)X =AX+BX;

7. (AB)X = A(BX);

8. 1X=X.

ExXERcic1O: | Demonstre tais propriedades.

IPor exemplo, X = (1,2,3,4) € R*.
2Por exemplo, em R?, (1,2) # (2,1).

3Por exemplo, se X = (1,2,3),Y = (—=1,1/2,1) € R3, entdo X + Y = (0,5/2,4) € R3.
4Por exemplo, se A = % e X =(3/2,3) € R?, entao AX = (1/2,1) € R2.

7
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2.2 Produto Interno, Médulo e Angulo em R"

Sendo X = (X1,...,%n), Y = (Y1,...,Yn) € R™, 0 ntimero real
X-Y:i=x1yr1 +- - +xXnUYn

é dito o produto interno/escalar de X e Y.
Para quaisquer vetores X,Y,Z € R" e cada escalar A € R, valem as seguintes propriedades:

1. X- Y=Y X,
2. X-(Y+Z2)=X-Y+X-Z;
3.AX-Y)=(AX) - Y =X (AY);
4. X-X>0eX-X=0 se, e somente se, X = 0.
Demonstre tais propriedades.
Note que X -0 = 0 para todo X € R™. De fato, pela propriedade distributiva anterior,
X-0=X-(04+0)=X-0+X-0.
Sendo X = (X1,...,Xn) € R™, 0 niimero real nao-negativo
X = VXX

é dito o mddulo (ou a norma) de X.
Para quaisquer vetores X,Y € R™ e cada escalar A € R, valem as seguintes propriedades:

L [IAXI = [ALIX]];
2. |IX|I > 0 e [IX]] =0 se, e somente se, X = 0; (Nao-Negatividade)
3. XY < IIXIIYIET (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)

5Por exemplo, se X = (mz, 3/V2, 73) Y = (=1,1,c08 T) € R3, entdo X - Y = In(1/2).
6Por exemplo, se X = (3,4) € R?, entdo ||X|| = 5.
7’ DEMONSTRAGAO: ‘ Se Y =0, ambos os lados da desigualdade se anulam. Assim, seja Y # 0. Como

0< (X+AY) - (X4+AY)=X-X+2A(X-Y) +A%(Y-Y)

XY

para todo escalar A, em particular, se A = —$~;, temos que
(X-Y)* | (X-Y)? (X-Y)?
0<X-X=-2 =X-X—- .
- Y-Y * Y-Y Y-Y

Assim, multiplicando esta tltima desigualdade por Y - Y, temos que
0 < (X-X)(Y-Y)=(X-Y)?,

isto é,
XY < XY
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A4 [IX+ Y] < X[+ [[Y]]. (Desigualdade Triangular)

Demonstre as propriedades 1, 2 e 4. (Para a 4, use a 3 e que ||[X|]> = X - X VX.)

Sejam X, Y € R™ nao-nulos. Dai, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz e via a Nao-negatividade,
temos que

XY
1< e < 1.
IXITIYT]
Por outro lado, existe um tnico angulo entre 0 e 7t cujo cosseno € igual a m Denotamos

tal angulo por (X,Y); dizemos que o mesmo é o angulo entre os vetores X e Y; definimos

XY 8
cos(X, Y) = -
Note que podemos calcular o produto interno (de quaisquer vetores X e Y do R™) por

XY = [IX][IY][ cos(X, Y).
Dizer que X e Y sao ortogonais (entre si) significa que X -Y = 0, isto é, um dos vetores, X ou
Y, é nulo ou (X,Y) = 7 radianos.’
2.3 Retas e Hiperplanos em R"

Vamos generalizar os conceitos de reta e plano ja vistos na Geometria Analitica.
Considere: PyA € R" fixos, A # 0; X € R" e t € R variaveis. Dai:

1. [ X =P+ tA|representa a Reta que Passa pelo Ponto P na Direcao do vetor A,

2. |A - (X—=P) =0|representa o Hiperplano que Passa pelo Ponto P com Vetor Normal A.

Assim, sendo P = (p1,...,Pn), @ = (a1,...,aq) € X = (x1,...,%,), tal reta e tal plano sao
dados respectivamente por:

L {xi=pi+ta, i=1,...,n} (Equagoes Paramétricas da Reta)

2. ’ ax1+ -+ axn=d, d=ap1+---+ anpn ‘ (Equagao Geral do Hiperplano)

Por exemplo, em R3, se P = (x0,Y0,20), A = (a,b,c) e X = (x,y,z), tal reta e tal plano sao
dados respectivamente por:

l.x=xp+ta,y=yo+tbez=2zy+tc
2. ax+by+cz=d, d=axy+ byy+ czo.

(Para uma ilustracao em R3, considere a Figura 2.1.)

8Por exemplo, em R?, sejam X = (1,-1,0,2) e Y = (—1,1, %,—2). Dai X Y =—6, [[X]| = V6 e Y| = %
Logo cos(X,Y) ~ % = 1. Entéo (X,Y) ~ 7 radianos.

9Por exemplo, em R%, X = (1,1) e Y = (=1, 1) sdo ortogonais.
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Figura 2.1: Reta e Plano em R3.

2.4 Subespacos do R"

Sao subconjuntos S do R™ tais que:
1. 0€S;
2. AX € S para cada escalar A € R e qualquer vetor X € S;
3. X+Y € S para quaisquer vetores X,Y € S.

Por exemplo, a reta (que passa pela origem)
S = {Xz (x,y) ERz‘y zx}

¢ um subespaco do R%. De fato, primeiramente note que 0 = (0,0) € S pois as coordenadas
de tal vetor (nulo) satisfazem a equagao y = x, isto é, 0 = 0. Sejam agora A € R e X =

(x1,41), Y = (x2,y2) € S, isto ¢,
{ Y1 = X,
Y2 = X2

Dai, por um lado, AX = (Axy,Ay;) € S pois, claramente,
AY1 = Ax;.
Por outro lado, X +Y = (x1 + x2,Y1 + y2) € S pois, claramente,
Y1 +Y2 =X1 +Xa.
Outro exemplo, o plano (que passa pela origem)

S={X=(xy,2) ER’|[x+y+z=0}
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¢ um subespaco do R®. De fato, primeiramente note que 0 = (0,0,0) € S pois as coordenadas
de tal vetor (nulo) satisfazem a equacdo x+y+z =0, isto é, 0+0+40 = 0. Sejam agora A € R
e X = (X],lJ],Z]) ,Y = (Xz,yz,lz) € S, isto é,

x1+y1+z1:0;
X2 + Yy + zo = 0.

Dai, por um lado, AX = (Ax1,Ayq,Az;) € S pois
A1 +Ay +Az1 =A(x1+y1+2z1)=A-0=0.
Por outro lado, X +Y = (x1 + X2, Y1 + Y2,21 + 22) € S pois
(x1 +x2)+ (Y1 +Y2)+(z1 + 22) = xi+x2+y1+y2+z1+20 = xi+y1+z1+x+Y+2, = 0+0 = 0.

Mais um exemplo:

S={X=(xy,z2) ER}|x—y=0ez=0}
é um subespaco do R®. De fato, a reta (que passa pela origem)
S={X=t(1,1,0) [t e R}

representa a intersegao dos planos (que passam pela origem) x —y =0 e z = 0.1° Note que S é
a reta do exemplo dado anteriormente, s6 que agora tal reta estd sendo representada como um
subconjunto do R3.

Assim como nos trés exemplos anteriores, de modo geral, em R™, pode ser demonstrado que
(veja exercicio seguinte): qualquer hiperplano que passa pela origem é um subespago do R™;
interse¢oes de hiperplanos que passam pela origem (inclusive retas que passam pela origem)
sao subespacos do R™.

PERGUNTA: Quando S C R™ nao é um subespaco do R™?

RESPOSTA: Quando ocorrer o seguinte:
e 0¢ZS e/ou
e AX & S para algum escalar real A e algum vetor X de S e/ou
e X+Y ¢S para algum par de vetores X e Y de S.

Por exemplo, S = {X = (x,y,z) € R} ‘ X +Y+z=1} nio é um subespaco do R3.1

Em cada item seguinte, verifique que S é um subespaco do R", sendo A, A;,

..., A; vetores nao nulos fixados:

1. S ={0} (Subespago Trivial)
2. S=R"Y (Subespago Trivial)
3. S={X=tA|t € R} (Reta que Passa pela Origem na Dire¢ao do Vetor A)
10Verifique!

"De fato, considere, por exemplo, A = —1, X = (1,0,0) e Y = (0,1,0). Note ainda que 0 & S.
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4. S={X|A-X =0} (Hiperplano que Passa pela Origem com Vetor Normal A)

5. S={X]A;- X=0,...,A,- X =0} (Intersecao de v Hiperplanos que Passam pela
Origem com Vetores Normais Aq,..., A;)

6. Considere 1 vetor(es) do R™, Ay, ..., A,, e T escalar(es), ¢1, ..., ¢;. A soma

AT+ F A,

é dita uma combinacgdo linear (CL) de Ay, ..., A,.12

Seja S ={X|X é CL de Ay,..., A .13 (Subespago Gerado por Ay, ..., A;)
Para o subespaco gerado por Ay, ..., A,, afirmar que {A;,...,A,;} é uma base de S significa
que, além de gerarem S, os vetores Ay, ..., A, sdo linearmente independentes (LI), isto é, a

Unica solucao da equacao
XA+ -+ %A, =0

é a trivial
X =--- =% =0.

(Caso a solucao trivial ndo seja a tinica solucao, dizemos que os T vetores sao LD.)

EXERC{cIO: | Para cada item do exercicio 4 da se¢do Exercicios (deste capitulo), verifique

que S é um subespago do R™ obtendo vetores LI que gerem S.
Seja S um subespaco do R™. Demonstra-se que:
e S é gerado por 1 vetores;

e qualquer base de S tem o mesmo nimero de vetores, isto é, para duas bases quaisquer de
S, uma com 17 vetores e a outra com 1; vetores, temos necessariamente que

T =T,
Neste caso, o numero de elementos comum de qualquer uma das bases de S é dito a
dimensdo de S (dim S).
Por exemplo, se E; = (1,0,0,0), E, = (0,1,0,0), E3 = (0,0,1,0) e E4, = (1,0,0,0), entao é

facil ver que {E;, E,, E3, E4} é uma base de R* e dimR* = 4. Agora, ainda em R*, considere
o subespaco S gerado por A; = (1,1,0,0), A, = (0,1,1,0) e A3 = (0,0,1,1), isto é, cada

PEm R* sec; = —1, Ay = (1,-1,2,3), c2 = 2, A; = (1,0,—1,%), c3 = % e Az = (1 1,—1,—2), entao
9

3

)
C1A1+c2A2 +Cc3A3 = (%, %,—17,—%) é uma CL de A1, Ay e As. Agora, secy1 =1,¢c; =—1ec3 =-—3, entao
c1A1 + A + c3A3 = (—1,—4,6,7) é uma outra CL de Ay, A; e A3. Assim, existem infinitas CL’s de Ay,
Aj e Az. Em particular, além das duas anteriores, note que A7 é uma CL de Ay, A, e A3: considere ¢; =1,

c2 =c3 = 0! Analogamente, A, e Az sdo CL’s de A7, A, e As.

3Para o exemplo da nota de rodapé anterior, os vetores Ay, Az, Az, (3,2,—12 —2) e (—1,-4,6, ), bem
como todas as outras CL’s de A1, A, e Az, representam os elementos de S.

14Por exemplo, em R3, os vetores A; = (1,—1,1), Ay = (—1,1,2) e A3 = (0,0,3) sdo LD pois a equacio
X1A7 +x2A2 + x3A3 = 0 admite, por exemplo, a solu¢do nao trivial x; =1, x2 =1 e x3 = —1!

—_
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elemento de S pode ser escrito como c1A1 4+ ¢2A; + c3A3 com ¢y, ¢; e ¢z em R. Note que Ay,
A; e Az sao LI pois

X1A1 + %A +x3A;5 =0 & (%1, %1 + %2, %2 + X3, %4) = (0,0,0,0)
& X :X2:X3:X4:O.
Assim, S é um subespaco de R*, {A;, A,, A3} é uma base de S e dim S = 3.
Por outro lado, note que, se considerarmos agora A; = (1,1,0,0), A, = (0,1,1,0) e A3 =
(1,2,1,0), entdao {A1, Az, A3} ndo é uma base de um subespaco do R* pois A;, A, e Az sao
LD. De fato, x;A; + x2A; + x3A3 = 0 admite (além da solugao trivial), por exemplo, a solucao
x1=x2=1lex3=-—1.

[ExBRC{CI0: | Em R™, sejam
E, = (1,0,0,...,0,0), E, = (0,1,0,...,0,0), ..., En = (0,0,0,...,0,1).

Demonstre que dim R™ = n pois {E, Ez, ..., E.} é uma base de R™.1?

Seja S um subespago do R™. Dizer que {Ay,...,A;} C S é uma base ortogonal de S significa
que os 1 vetores desta base sao ortogonais entre si. Dizer que tal base é ortonormal significa

que a mesma, além de ser ortogonal, tem 1 vetores unitdrios, isto é, cada um deles tém modulo
1.16

Seja {A1,...,A;} C S uma base ortogonal de S. Demonstre que
A/l s As/lIAG

¢ uma base ortonormal de S.17
Agora, para encerrar este capitulo, sejam Sy e S, subespacos de R™ com S; C S,. Neste caso, é
dito que Sy € um subespaco de S,.*

15Dita base canénica de R™.

16Por exemplo, a base candnica de R™ é ortonormal.

1"Basta demonstrar que cada vetor da segunda base tem médulo 1.

18Por exemplo, em R3, considere que S; é uma reta que passa pela origem e S, é um plano que contenha tal
reta.
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2.5 Exercicios

1. Determine X, Y € R* tais que as coordenadas de X sao todas iguais, a tiltima coordenada
deYéigualaleX+Y=(23,4,5).

2. Se X = (1,2,3), Y = (4,5,0) e Z = (6,0,0), determine escalares x, y e z tais que
xX+yY+zZ=(41/2,,11,1/2).

3. Obtenha: a equacao geral do hiperplano do R* que passa pelos pontos P; = (1,—1,,1,0),
P, =(0,—1,2,0), P3 = (1,0,—2,2) e P4 = (1,0,0,0); os pontos da reta que passa por P;
e é perpendicular a tal hiperplano que distam de P; uma unidade de comprimento.*’

4. Em cada item seguinte, demonstre que S é um subespaco do R"™; apresente uma base de
S e sua dimensao.

(a) n =3¢ S ={X=(x1,%x2,x3)| ax; + bxy + cx3 = 0} o plano que passa pela origem
com vetor normal A = (a,b,c) # 0;%°
(b) n=4e:

i. S = {X = (x1,x2,x3,%X4) | X2 = 2x7, X3 = 3x7, X4 = 4%} uma reta que passa pela
origem;

ii. S = {X = (x1,%x2,X3,%X4) | X3 = %1 + 2X2, X4 = X; — X2} um plano que passa pela
origem;

iii. S={X= (X],Xz,X3,X4) | x4 = x1 + 2%2 + 3%x3}.
tem Justifique porque S nao é um subespaco do R? se:

(a) S= {X = (x1,%2) |x2 ZX%};
(b) S ={X=(x1,x2) [x2 = 1}.

5. Demonstre as afirmagoes que se seguem:

19’ SUGESTOES E RESPOSTAS: ‘ ax + by + cz+ dw = e é a equacgao geral do hiperplano a ser determinada.
Dad, sendo (a,b,c,d) ortogonal a Py — P4, P» — P4 e P3 — Py, obtenha que x +y+z+w =1 é a equagdo de
tal hiperplano. Entéo, via a equagdo vetorial da reta X = Py +t(1,1,1,1), t € R, e observando que procuramos
pontos X tais que

X =Pl =1l(t, t, 8, )l =1,

obtemos os pontos (%,—%, %, —%) e (%,—%, %, %) que distam uma u.c. de Py.

20 Pelo exercicio 6 da pagina 12, S é um subespaco do R3 se é gerado por t vetores. Vamos
verificar que v = 2 vetores geram S e sao LI, o que garante que sao uma base de S e dimS = 2. Assim, note
primeiramente que, (a,b,c) # 0 tem alguma coordenada nula. Suponha, sem perda de generalidade, ¢ # 0.
Entao, por um lado, como

b
S>X= (X],Xz,—aX1 — Xz)
Cc Cc

—x (1,0,—%) +x2 (M,—E) :

temos que Ay = (1,0,—2) e A; = (0,1,—2) geram S pois todo X € S é CL de A; e A;. Por outro lado, A; e

c
A; sao LI pois X = 0 apenas quando x; =x, = 0.
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a) Nenhuma base de um subespaco do pode conter o vetor nulo pois é
Nenh b d b do R™ pod t t lo (O is ¢ LD
qualquer conjunto finito de vetores do R™ que contenha 0.2

(b) Nenhum vetor pode ter coordenadas distintas numa mesma base, isto é, se {Ay, ..., A}
¢ uma base de um subespaco S do R™ e X € S ¢é tal que

X=cAi+ - +cA =ciA1+ -+ A,

entdo ¢y =c¢f, ..., ¢; = c.*2

(c) Se os 1 vetores de {Aj,...,A;} C R™ s@o nao-nulos e ortogonais entre si, entao sao
L1.2

(d) Sendo S um subespago do R™ e {A4,...,A,} uma base ortonormal de S, as coorde-

nadas de X =c1A; + - -+ + ¢,A, sao dadas por
ci=X-Aq,...,c, =X A%
6. Demonstre que {A1 = (\17, \1—f> Ay = ( >} é uma base ortonormal do R?. Quais
as coordenadas de X = (1,2) = E;+2E,, sendo E; = (1,0) e E; = (0, 1), na base {A;, Ay}?

7. Demonstre que

{A—<1 1OO)A—<—] 102) _(_1 1 3_1)}
1 \/Z’\/i” y /\2 \/g)ﬁ)»\/g)?) 2\/3)2\/3)2\/§)2\/§
é uma base ortonormal de um subespago S (de dimensdo 3) do R*. Quais as coordenadas
de X = (],3,],]) == E] —|—3E2 + Eg + E4,25 sendo E] = (1,0,0,0), Ez == (0,1,0,0),
E; = (0)0) 1)0) e by = (0)0)0)1)a na base {A1>A2>A3)}?

21l RESOLUCAO: | Em R™, considere que A; = 0 é um dos vetores entre A7, As, ..., A,. Tais vetores sdo LD.

De fato, para termos uma CL nula

ClAT+ A+ -+ ¢ A =0

nao trivial, basta considerarmos que c; € o Unico escalar nao nulo. Por exemplo, se ¢; = 1, entao

O'Al+"'+O'Ai—l+1'Ai+0'Ai+1+"'+0’Ar:0-

22(s escalares cq, ..., ¢y sao ditos as coordenadas de X.

23 Seja A; um entre os vetores Ay, Ay, ..., A.. Multiplique ambos os membros da CL nula
ClAT + A2+ -+ Ay =0
por Aj. Dai temos que
QAT -Ai+ - FeitAict A+ CGATC A+ i A AL A A =00 A

Segue da ortogonalidade entre os T vetores que é nulo o produto escalar de quaisquer dois tais vetores com
indices diferentes. Entao a igualdade anterior é simplesmente

CiAi . Ai =0.
Assim, como A; # 0, a iltima igualdade s6 é vélida para ¢; = 0. Por fim, sendo i arbitrario, concluimos que
c1=c¢cp=--=c¢, =0

e dai os 1 vetores sao LI.

24 DicA: | Faga como na resolucao anterior!

25X € S. De fato, veja Exemplo 4.13 da p. 106 do livro do Professor Natan M. dos Santos citado na
Introducao destas NA!
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8. O processo de Gram-Schmidt utiliza uma base B = {A;, Az, ..., A;} de um subespaco S
do R™ para obter uma base ortogonal B’ = {A{, A},..., A/} de S. Por exemplo, se r =4
e n > 4, define-se

A]/ = A1;
A, - Al
Aé = AZ A/ A]/Ah
As-A! As- Al
Al = Aj— AL A}A1 AL AfAz,
Al = A4—A4'A‘,A' Ag- AzA Ag- A3

ALCATTTOALCASE ALLAL

Demonstre que B’ ={A7, A}, Aj, A} é ortogonal.
9. Obtenha uma base ortonormal de R? via a base {(1,2), (3,4)}.

10. Dé um exemplo de uma base ortonormal do R® que contenha o vetor <\/L§, \/]_gv \/1—3)

11. O complemento ortogonal S* do subespaco S do R™ é constituido pelos vetores do R™ que
sao ortogonais a todos os vetores de S, isto é, é composto por cada vetor Y € R™ tal que,
para todo X € S, X-Y =0.

(a) Demostre que St é subespaco do R™.26
(b) Determine S+ se

i n=2e{(1,1)} é uma base de S;
ii. n=3e{(1,1,1)} é uma base de S;
iii. n=3e{(1,0,1),(0,1,1)} é uma base de S;
(1,1,1,1)} é uma base de S;

v. n=4¢{(1,0,0,1),(0,1,1,0)} é uma base de S;

vi. n =4 e {(1, 1,0,0), (0,1,1,0), (0,0,1,1)} é uma base de S.
Para determinar S+, basta determinar uma de suas bases. Para isto, note
que, se Y € St é perpendicular a todo vetor de S e é dada uma base de S, entdo Y é
perpendicular a todo vetor desta base.

26 Vamos verificar que as condigoes 1., 2. e 3. da pagina 10 (com S+ no lugar de S) sdo satisfeitas:

1.0 € S* pois X -0 =0 para todo X € S;
2. Sejam A € Re Y € St isto é, X - Y = 0 para todo X € S. Dai AY € S+ pois, para todo X € S, temos que

iv.n=4¢e{

X (AY) =A(X-Y)
—A-0
=0;

3. Sejam Y1,Y2 € ST, isto é, X-Y; =0 = XY, para todo X € S. Daf Y; + Y, € ST pois, para todo X € S,

X-YV1+Y2)=X-Y1+X Y,
=040
=0.



Capitulo 3

O Espaco Vetorial K™

3.1 Definicao e Propriedades do (K", +, )

3.1.1 Pequena Revisao de C, o Corpo dos Numeros Complexos

1. Define-se o conjunto C dos niimeros complexos por:

(a) zeC&z=x+yicomx,ycRei?=—-1;

(b) z=wcecomz=x+ylew=u+vi&x=uey=v.?
2. Sendo 0i = 0, considera-se R ¢ C.2
3. Sendo z =x +yi e w = u+ Vi, define-se a adi¢ao e a multiplicagao em C por:

(a) z+w=(x+u + (y +Vv)i*
(b) zw = (xu—yv) + (xv +yu)i.®

4. Tais operacgoes sao comutativas e associativas; 0 é o elemento neutro aditivo e T é o

multiplicativo; A adigao ¢ distributiva em relagdo a multiplicacao; —z = —x —yi é o
inverso aditivo de z e z7! = % é o inverso multiplicativo de z # 0.°

d. Z:x—yie|z|:1/xz+yzz>z—1:%'7

6. Para a potenciacao e a radiciacao em C, bem como para interpretar geometricamente a

adicao e a multiplicacao complexas, confira um bom livro sobre niimeros complexos.

3.1.2 Corpo K

Vamos generalizar o conceito de escalar e o escopo das coordenadas dos vetores. (Além de R,
outros subconjuntos de C podem ter seus elementos como escalares e coordenadas de vetores.)

Assim, dizer que um subconjunto K de C é um corpo (de escalares) significa que:

"Por exemplo, 1+ 21,3 + 01,0 +4i,— 5 + (In3)i e C.

2Por exemplo, 2 + 31 # 3 + 2i.

3Por exemplo, 3 + 0i = 3.

4Por exemplo, (1 +2i) + (3 +4i) =4 + 6i.

5Por exemplo, (1+1)(1 —1i) = 2.

6Por exemplo, se z=141, entdio —z=—1+iez ' = 1%
"Por exemplo, se z=141, entdioz=1—1, |z =vV2ez ! = .
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1. 0,1 € K;
2. ki, ks € K = ky + ky, kik; € K

3. ke K= —kecKe,sek#0, entdo k' € K.

’EXEMPLOS DE CORPOS: ‘ K = Q,R,C. (Embora existam outros exemplos de corpos K,® a
partir do préximo capitulo, sem perda de generalidade, podemos considerar apenas K = R, C.)
’ CONTRA-EXEMPLOS: ‘K = N, Z nao sao corpos. De fato, se k = 2, por exemplo, entao —k ¢ N
ek '€ Z.

3.1.3 Espaco K"

As defini¢oes de vetor, multiplicagao de escalar por vetor e soma de vetores em R™, bem como
as propriedades decorrentes destas, sao generalizadas se substituirmos R por qualquer outro
corpo K e R™ por K™.

Assim, seja X € K", isto ¢, a n-upla ordenada X = (x;,...,%Xn) com Xi,...,xn € K.? Tal X
é dito um vetor do K™ com coordenadas/componentes X1, ..., Xn. A ordem das coordenadas é
importante, isto é, se X = (x1,...,%n), Y = (Y1,...,Yn) € K", entao
X =Y significa x; =y, ..., Xn = yn.*°
Em K", o vetor soma de X = (X1,...,Xn) € Y = (y1,...,Yn) é definido por
X+Y:=(X1+Yty.eeyXn + Yn) M
Em K", sendo A € Ke X = (x1,...,Xn), 0 vetor

AX = (AX1y.eey AXy)

¢ dito um produto por escalar.'?
Assim como para o R™, valem as seguintes propriedades em K™:

1. X+4Y=Y+X,

2. X4+Y)+Z=X+(Y+2);

3. 0=(0,---,0) € K" é tal que X +0 = X;
4. —X = (—1)X é tal que X+ (—X) =0;

5. AX+Y) =AX+AY;

6. (A4 B)X = AX + BX;

8Por exemplo, verifique que

K:{x+yﬁ|x,y GQ}

é um corpo. (Denotamos K = Q [ﬁ} )
9Por exemplo, X = (1,i,1+1,1—1) € C*.
0Por exemplo, em C?, (1,1) # (i,1).
UPor exemplo, se X = (1,i,1+1),Y = (=1,1,1 —1i) € C3, entdo X + Y = (0,1 +1,2) € C3.
12Por exemplo, se A = % e X =(i/2,—1/i) € C?, entao AX = (1/2,1) € C2.
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7. (ABIX = A(BX);
8. 1IX=X.

Em K", conceitos e resultados relativos a produto interno, norma, subespaco, base, dimensao,
etc, sao analogos aqueles vélidos para o R™ Contudo, algumas adaptacoes sao necessarias
(como ilustra os exercicios seguintes).
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3.2 Exercicios

1. Sejam:

e K C C um corpo;
o X=(X1,...,%n), Y= (Y1y...,Yyn) € K™
e X-Y=x1y1+ -+ XnUYn.
Para quaisquer X,Y,Z € K" e c € K, ¢ facil ver que:
(a) X- Y=Y X
(b) X-(Y+2Z)=X-Y+X-Z;
(c) c(X =(cX) - Y=X"-(cY);
(d) se K contém somente ntimeros reais,'® entao:
e X -X>0;
e X - X=0&X=0.

Se K contém algum ntimero complexo com parte imagindria nao nula,'* em geral, a

propriedade (d) nao ¢ satisfeita.!® Assim, para ||X|| = v/ X - X ser bem definido, seja
X-Y=xy1 + %Yz + - + XnUn. (%)
Com K™ munido do produto interno (x):

e Verifique que (d) é satisfeita para qualquer corpo K;

e Como ficam as propriedades (a) e (c)?'¢

2. Considere C> munido de (). Via Gram-Schmidt, obtenha uma base ortonormal a partir
da base {(1,1,1), (0,1,1), (0,0,1)}.

3. Obtenha uma base ortonormal do subespaco de C* gerado por (1,1,0) e (1,2,1—1).

BPor exemplo, considere K = Q, R.
4Por exemplo, seja K = C.

15Porexemplo:]xz(zu);»x-xz X:(i,n;xx.xzo\.
16| RESPOSTA: | (a) X- Y =Y-X; (c) ¢(X-Y) = (cX) Y =X (V).




Capitulo 4

O Espaco Vetorial My «n(K)

4.1 Definicao e Propriedades do (M «n(K),+,-)

A € Mu«n(K) representa a matriz

com entradas/elementos em K, isto é,
Aty ey Ay ooy Aty ooy A € KU1
Em (Muyxn(K), +, ), temos:
1. Seja A uma matriz m x n com entradas em K. Dai:

(a) Ay representa a entrada da linha i e da coluna j de A (com i =1,...,mej =
T,...,n);?

(b) A; representa a i-ésima linha de A, isto é, o vetor
A = (Aﬂ,...,Am) e K", i= 1,...,1’11;3
(c) AJ representa a j-ésima coluna de A, isto é, o vetor

Al :(A]j,...,Amj) e K™, j:],...,TL4

2. Em M ,«n(K), dizer que as matrizes A e B s@o iguais (A = B) significa que

'Por exemplo, [ ; i ] e Mz2(R) e (1) 1;1 1 i t } € Myy3(C).
—1 0 2
2Por exemplo, em M344(C), se A = -2 1 1—1 0 |, entdo Ay = —Aj2 = Ay = A3z = 1,
—T1+i 0 1 2

A3 =Au=A3=0,Au=-An=A3s=2c A3 =—Az1 =1—-1.

3Por exemplo, para o exemplo anterior, A; = (1,—1,0,2), A = (—=2,1,1—1,0) e A3 = (—1 +1,0,1,2) sdo
vetores do C*.

4Por exemplo, para o pentltimo exemplo anterior, A" = (1,-2,—1+1), A2 = (—1,1,0), A3 = (0,1 —1i,1) e
A% =(2,0,2) sao vetores do C3.

21
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Ay =By, i=1,....m, j=1,...,n°

3. Em M, «n(K), a soma das matrizes A e B é definida como a matriz A + B cuja entrada

da linha 1 e da coluna j é dada por

(A—FB)U‘::AU'—FBU‘, iz],...,m, j:],...,n.G

4. Em M «n(K), para A € K, o produto por escalar AA é definido como a matriz cuja

entrada da linha 1 e da coluna j é dada por
(}\A)ijlz}\Aij, i:1,...,m, j:1,...,TL.7

5. Assim como para o R" e o K", valem as seguintes propriedades em M yn(K):

(a) A+B=B+A,;
(b) (A+B)+C=A+(B+C);

0 ... 0

() 0=+ 1+ | &€Mpun(K)étal que A+0=A;
0 ... 0

(d) — —1)A é tal que A + (—A) = 0;

(e) A A—I—B = AA + AB;

(f) A+ B)A =AA + BA;

(2) ABIA = 7\(6/\)

(h) 1A

EXERcicIO: | Demonstre tais propriedades.

Em M« (K), temos conceitos e resultados andlogos aos de K", tais como subespaco,

base, dimensao, etc, como ilustra os exercicios 2 e 10 deste capitulo.
6. Em M «n(K), escreve-se A + (—B) := A — B.

7. A transposta de A € M «n(K) é definida como a matriz A' € M, (K) tal que

(At)ij:Ajh i:1,...,m, j:1,...,n.8

8. Para matrizes A € My n(K) e B € M, 4, (K), a entrada da linha i e coluna j do produto
AB € M p(K) é dada pelo produto interno da i-ésima linha de A, Aj, pela j-ésima

coluna de B, BJ, isto é,

0 0 0 0
°Por exemplo, em M (R) { 0 0 } 7 { 0 0,00001 }
Por exemplo, em M (R), { (1) ﬁ ] + [ ;1 721\& ] - { 7(1 71\? }
N )
"Por exemplo, em My, (R), 2 [ ]/(;/z v2 } [ \? E;//22 ]

T - 1-i]'
8 _ . .
Por exemplo, { 0 141 i ] = [ 1—1 1—1—' i
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(AB)U':Ai'Bj:Ai]B]j—f—"'—f—Aianj, 1.,:1,...,111, j:1,...,p.9

(Note que o produto interno considerado, embora possa resultar num nimero complexo,
é aquele dado na pégina 8.)

A1-B1 A1-BZ .-~ A;-BP
AR — AZ:B1 AZ:BZ A2 BP
A.-B'" A,-B> --- A, -B?

9. Em geral, o produto de matrizes ndo é comutativo.!?

10. Em sendo possivel calcular os produtos de matrizes dados a seguir, as seguintes proprie-
dades sao satisfeitas:

(a) A(B+C)=AB+AC;

(b) (A+B)C=AC+ BC;

(c) A(AB) = (AA)B = A(AB) com A € K;
(d) (A )C =A(BC);

(e) (AB)' =B'A".

Duas dessas propriedades sao trabalhadas nos exercicios 3, 4 e 5 dados a seguir.

9Veja exemplos nos exercicios 3 e 4 dados a seguir!
0Por exemplo, se A é2x3e B é3 x4, AB é2 x 4 mas BA nem estd definida!
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4.2 Exercicios

1. Determine o valor de t para que

-1 -t
-1 t2—3t+2
iguale a matriz nula de ordem dois.

11 12 1 220
A:[q 2 01’32{1 1 —1]6(::{1 01}

em My, 3(R). Determine:

Sejam

(a) aCLA+2B—-C;
(b) a CL oA + BB — C cuja primeira coluna é nula;!!
(c) se A e B sao L1.12

Este exercicio exemplifica a seguinte propriedade distributiva para matrizes com entradas
num corpo K C C:

(A+B)C=AC+BC VA,B e Mpm(K)eVC e M, (K).

Assim, param=p =2, n=3, K=C,

T+i i
]eC: i 2-3i |,

IR, 4},3:{1_11_1
1 -

A=1 21 2431 2 301 2

calcule:

4. Este exercicio exemplifica a seguinte propriedade de transposi¢cao para matrizes com en-

tradas num corpo K C C:

(AB)' = B'A! VA € Myn(K) ¢ VB € My (K).

11

12

SUGESTAO: | Obtenha escalares « e B tais que aA' + BB! — C! seja o vetor nulo.
RESOLUGAO: | Suponha que A e B sdo LD. Daf existe escalar A tal que A = AB. Entao, examinando a

dltima entrada da tltima linha de cada matriz, temos 0 = A - (—1), isto é, A = 0. Logo A = 0! Obviamente,
A dada no enunciado deste exercicio nao é a matriz nula e a suposigao inicial sobre a dependéncia linear das
matrizes é, assim, falsa.
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Assim, param=p=2,n=3 K=C,

. . 141 i
T+ 1 —i _ . .
A=l 21 2431 2 |¢B=| 2 273,

calcule:
B;

(a) A
(b) (AB)Y;

)
b)
(c) BY
)
)

t
)

tAt‘

> o

(d
(e

5. Demonstre as propriedades enunciadas nos dois exercicios anteriores.

Para as matrizes M € My, xn(K) e N € M, ,,(K), a entrada da linha i e
coluna j do produto MN € My, (K) é dada pelo produto interno da i-ésima linha de
M (aqui denotada por M;) pela j-ésima coluna de N (aqui denotada por NJ), isto é,

o]

(MN)y = M; - NI,
Agora, sendo M uma matriz, a entrada da linha i e coluna j de M* é tal que (l\/lt).lj = M;;.
6. Demonstre cada afirmacao que se segue.

(a) Se a matriz quadrada A possui inversa a direita e inversa a esquerda (isto é, existem
matrizes B e C de mesma ordem de A tais que AB = 1= CA)*3, entao B = C.

’COMENTARIO: ‘ Denotamos tal B = C por A~"; A é dita invertivel e A~" é dita a
inversa de A.

(b) Seja A invertivel. Dali:
i. A7 é invertivel e (A7")T = A.
ii. At é invertivel e (At)™" = (A"t

(c) Sejam A e B invertiveis e de mesma ordem. Dai AB é invertivel e (AB)~! =B TA".

7. Este exercicio exemplifica o anterior. Sejam

A= 2. k ,isto é, At = %_l ,eB = 1+i 1. :
1 i1 1 1—1

Verifique que:

I

(a) AB:[2+31 3+1 1-2i —3—1}

-1 _
21 1—21]6“\3) _{—2+i 24 3i

o[ AT e [ ) (1 1T
UO)A]Z{i 2}’(/\)1_[42}831_[—1 1+i]’

(¢) (AT =(A")te (AB)' =B TA".

13] ¢ a matriz identidade de mesma ordem de A; as entradas da diagonal principal de I sdo todas iguais a 1
e as outras entradas sao nulas.
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8. Sendo A;, A;, Az os vetores-linha e A", A%, A3 os vetores-coluna de
123
A=1145 6|,
7 8 9

verifique que Az =2A, —A; e A3 =2A2 — A';

escreva A' e A% como combinacoes lineares de A; e Ay;M

escreva A; e A, como combinacoes lineares de A' e A%;1°

conclua (a partir dos itens anteriores) que os vetores-linha e os vetores-coluna de A
geram o mesmo plano (subespaco de dimensdo 2) de R3.16

9. Verifique que os vetores-coluna de

110
11
00

geram um subespaco (de dimensao 2) de R® diferente daquele gerado por seus vetores-
linha.

10. Seja M = M;3>(R). A dimensao de M é 4. De fato, uma base de M, dita canénica, é
composta pelas matrizes

10 0 1 0 0 0 0
r=loo)=(oa] e=[Va]em=[o7]

a b

pois toda matriz M = [ c d } € M é uma CL das matrizes A, B, C e D, isto é,

aA +bB +cC+dD = M,

e M é a matriz nula apenas quando a = b = ¢ = d = 0, confirmando que A, B, Ce D
sao LI.

(a) Seja Ts o subconjunto de M das matrizes triangulares superiores. Verifique que Ts
¢ um subespago de dimensao 3 de M, gerado por A, B e D;

(b) Seja D o subconjunto de Ts das matrizes diagonais. Verifique que D é um subespago
de dimensao 2 de Ts, gerado por A e D;

(¢) Seja Z o subconjunto de D das matrizes que sdo multiplos da matriz identidade I.
Verifique que Z é um subespaco de dimensao 1 de D, gerado por I;

4 Sorugao: [AT = LA, —2A; e A2 = 12A; — IA,.

B SoLugho: |Ay = —JAT + 2A2 e A, = —12AT 4+ 1AZ,

16l RESOLUCAO: | Denote por S; o subespaco de R3 gerado pelos vetores A7, Ay e Az. Denote por S o
subespaco de R3 gerado pelos vetores A", A2 e A3. Por um lado, tanto A; e A, como A' e A% nio sdo
colineares, isto é, tanto A7 e A como A' e A2 sdo LI Daf o item (a) estabelece que {A1, A} é uma base de Sy
e {A] ,Az} é uma base de S.. Por outro lado, o item (b) nos diz que, como cada vetor da base de S. pertence

a Sy, qualquer vetor de S. pertence a Sy, isto é, S¢ C S;. Analogamente, S; C S. pelo item (¢). Assim, Sy =S,
é um subespaco de R3 de dimenséo dois, isto é, S =S¢ é um plano em R3.
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(d) Descreva um subespago de M que contém A mas nao —D.
(e) Se um subespago de M contém A e —D, deve conter 17

(f) Uma matriz quadrada é dita simétrica quando iguala a sua transposta. Seja S o
subconjunto de M das matrizes simétricas. Verifique que & é um subespacgo de
dimensao 3 de M, gerado por A, D e B + C.
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Capitulo 5

Escalonamento

5.1 Escalonamento, Sistemas Lineares e Inversas

Note que podemos escrever o sistema linear 3 x 4

S VI - M -

2x + 4y — 6z = 38
y — z + w = -
da forma
V2/2 VI -3vZ2 0| X 2v2
2 4 =6 of| Y= s
0 1 —1 1 —1
w
Em geral, podemos escrever o sistema linear m x n
Anxt 4+ Apxy + + Amnxn = by
Axnxr + Anxy + + Ayxn = by
Amlxl + AmZXZ + + Amnxn = bm
da forma
A An Ain X1
A A Ao X
AX=B com A=| 1+ "7 o x=| 7| e B=
Ami Am Amn Xn,

Caso B = 0, o sistema é dito homogéneo. A é dita a matriz (de coeficientes) do sistema AX = B
e, enquanto que os Ay’s e 0s b;’s sdo escalares, X é dito o wvetor(-coluna) de n varidveis. Caso
tais variaveis possam ser substituidas por escalares, dizer que o vetor X = X, dai obtido é uma
solugao de AX = B significa que AXy = B. Por exemplo, o sistema homogéneo (AX = 0) tem
(pelo menos) a solugdo (nula) Xo = 0. Agora, via o sistema 3 x 4 anterior, vamos antecipar o
processo/método de eliminagao de Gauss-Jordan (ou escalonamento) pelo qual podemos obter
as solugoes de sistemas lineares ou garantir a nao existéncia das mesmas. Assim, considere a

matriz aumentada do sistema AX = B dada por

V2/2 V2 -3v2/2 0 | 2V2
ABl=| 2 4 6 0] 8
o 1 =1 1] -

29
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Via operagoes elementares sobre as linhas de tal matriz,! obtemos a (matriz) escalonada redu-
zida de [A|B] dada por
10 -1 =21 6
RSI=]10 1 =1 1 | —1
0o o0 o0 | 0

Tal matriz é a matriz aumentada do sistema RX = S dado por

X —z — 2w = 6
y —z + w = —17
isto é,
X =z + 2w + 6
y =2z — w — 17

Dai, denotando z = r e w = s, cada solugao de ambos os sistemas, AX = B e RX =S, é da
forma

X
x=|"Y
z
| w
[ T+25+6
| r—s—1
N T
i s
1 2 6
. 1 n —1 n —1
Tl o 0
0 1 0
1
Por exemplo, para r = —1 e s = —2, temos que X = 0 satisfaz tanto a RX = S quanto a

—1
-2
AX =B

Em cada item seguinte, detalharemos tais procedimentos e resultados.

e Seja A uma matriz com entradas num corpo K C C. Aplicar uma operacdao elementar
(sobre as linhas) de A significa obter uma matriz e(A) com as mesmas linhas de A,
excetuando-se a linha r e talvez a linha s, satisfazendo apenas um dos seguintes itens:

1. [e(A)]; =cA, com c € K nao nulo;?
2. [e(A)]; = A, +cA; comceK;?
3. [e(A)l, =A; e [e(A)l =A2

I Tais operacdes elementares serdo apresentadas a seguir!

2A linha 1 de e(A) é o produto do escalar ndo nulo ¢ pela linha r de A.
3A linha 1 de e(A) é a soma da linha r de A com c vezes a linha s de A.
4As linhas 1 e s de e(A) sdo, respectivamente, as linhas s e v de A.
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(A menos dos casos anomalos (¢ = 1 para 1. e ¢ = 0 para 2.), e(A) # A.)
No lugar de A, podemos aplicar tais operagoes elementares numa matriz aumentada
A = [A|B]. Assim, considere o exemplo anterior. Dai:

V2/2 V2 —3v2/2

A =[A|B] = 2 4
0 1
A':=e(A) =
A" :=e(A) =
A/l/ — e (A//) —
A//// — e (A///) —

—6
—1
(12 -3
2 4 —6
01 -1
(12 -3
00 0
01 -1
(12 -3
01 —1
00 0
10 —1
0 1 —1
00 0

0
0
1

— O OoC = O O

S = O

-2

1
0

| 2v2 ]

8
—1

4

e (A)), = V24,
—~

e (A")], = A} —24]

—
[e (Al/)]z — A//, [e (AH)]S — AZ
a
[e (A/”)]] — A]Hl o ZAéll
—

= [R[S].

OBSERVACAO: ‘ Por abuso de notacao, para qualquer sistema linear, A = [A|0] = A é a
matriz aumentada do sistema AX = 0, dito sistema homogéneo associado a AX = B.
Por exemplo, modificando os segundos membros das equacoes do sistema 3 x 4 anterior

para 0, temos

gx + \/Zy
2x  + 4y
Y

6z

z

+ w

0
0
0

Assim, repetindo o processo anterior, as ultimas colunas das matrizes aumentadas nao
mudam: todas sao nulas! Dai escrevemos simplesmente

T
OO = OMN=—

o

A= 2 4
0 1
Al=e(A) =
A// —=e (A/) —
A/// — e (A”) —
A//l/ —e (A///) —

—6
—1

— AN

— O N

o =N

0

V2/2 V2 —3v2/2 0]

le(A)]; = V2A,

-

le (A/)]z = Aé - 2A1/

-~

e (A")), =AY, le (A")); =AY

.

[e (A”/)]] — A{//

~

—2AY

T
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Tal R ¢ a matriz aumentada do sistema RX = 0 dado por
X —z — 2w =0
y —z + w = 07

X = z + 2w
y =z — w

isto é,

Dai, denotando z = r e w = s, cada solucao de ambos os sistemas, AX =0¢e¢ RX =0, é
da forma

X
X=|"Y
z
| w
[+ 2s
| r—s
- T
s
1 2
]
=T 10
0 1

Denote a solucao geral de AX = B por Xyu e a solugao geral do seu sistema homogéneo
associado AX = 0 por Xg. Denote uma solucao particular de AX = B por Xp. Dai

De fato,

AXna = A (Xg + Xp)
= AXug + AXp
=0+B
= B.

Assim, para o exemplo 3 x 4 anterior, sendo T e s escalares reais quaisquer, temos que

[ ++25+6
r—s—1
XNg = r
i S
[T+ 2s 6
r—s —1
o T + 0
S 0
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e Duas matrizes, digamos A e A’, sdo equivalentes (por linhas) quando uma delas pode

ser obtida da outra, digamos A’ obtida de A, via a aplicacao de uma sequéncia finita de
operacgoes elementares a partir desta outra.

Por exemplo, para o sistema nao homogéneo 3 x 4 anterior, as matrizes aumentadas
A =[AB], A’ A", A" e A" = [R|S] sao equivalentes entre si; para o sistema homogéneo
3 x 4 anterior, as matrizes A, A’, A”, A" e A" = R sao equivalentes entre si.

Uma matriz R é escalonada reduzida quando as condigoes seguintes sao satisfeitas:

— A primeira entrada nao-nula de cada linha nao-nula de R, dita um pivo, é 1;

— A partir da segunda linha de R, o pivd de uma linha (ndo-nula) estd mais a direita
em relagao ao pivo da linha anterior;

— Uma coluna de R que contenha um pivo tem as outras entradas nulas;

— Possiveis linhas nulas de R estao abaixo das nao-nulas.

Por exemplo, para as matrizes obtidas no exemplo do sistema homogéneo 3 x 4 anterior,
R é escalonada reduzida enquanto que A, A’, A” e A" nao sao.
Outro exemplo de uma escalonada reduzida é

20 3 4

0
0

o o = O OO

o O O O o —
O O©C O O N0 U
o O O = OO

O O O O O
o o O o —
O O O O N
O O O O

Para uma matriz A, existe uma tnica escalonada reduzida R equivalente a A. Neste caso,
os sistemas homogéneos AX = 0 e RX = 0 tém as mesmas solucoes.’

e AX = B nao ter solugao significa [A|B] ser equivalente (por linhas) a uma matriz que tem

alguma linha da forma [ 0 0| c } com ¢ # 0. Tal linha representa a equagao
O-x1+--4+0-x, =c#0, isto é, 0 # 0!

x + 2y — z = 3
Por exemplo, o sistema ¢ — x — Yy — z = —2 nao tem solugdo pois
-y + 2z = -2
1T 2 -1 1] 3 1 2 -1 1] 3
-1 -1 -1 | =2(—=>10 1T =21 1
o -1 2 | =2 |0 -1 2 | =2
12 -1 | 3
— |10 1T =2 | 1 ,
|00 0 | -1
cuja terceira linha, [ 00 0| —1 }, representa 0 = —1!

Agora vamos conhecer as matrizes elementares. Tais matrizes possibilitam interpretar o pro-
cesso de escalonamento como um produto das mesmas; além disso, podemos calcular a inversa
de qualquer matriz (invertivel) como produto de matrizes elementares. Assim, considere os
seguintes itens:

5Por exemplo, veja o sistema homogéneo 3 x 4 anterior!
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e Sendo I uma matriz identidade, a matriz
E =¢e(I)

(obtida via a aplicagdo de uma operacao elementar sobre I) é dita elementar.

EXERcICIO: | Apresente todas as matrizes elementares 2 x 2.

e Aplicar uma operagao elementar em A € M, (K) é equivalente a aplicar a mesma
operacao elementar em I € M, (K) e multiplicar a matriz elementar e(I) obtida a
esquerda de A. Simbolicamente:

A —e(A)=¢e()A|

R R N P IR

Note que aplicamos a mesma operacgao elementar em A = [ 0 1 ] el= [ 1 I ] :

EXEMPLO:

-1 2 0
[6(A)]1 = A] —Az §] [6(1)]1 = I] — Iz,

isto é, em ambas as matrizes, no lugar da primeira linha, colocamos a primeira linha
menos a segunda.

e Toda matriz elementar é invertivel.

Verifique a invertibilidade de todas matrizes elementares 2 x 2.

e Como o produto de matrizes invertiveis (de mesma ordem) é invertivel, entdo o produto
de matrizes elementares (de mesma ordem) é invertivel.

e R é a escalonada reduzida equivalente a A se, e somente se,
R=E¢---E.HA
com Eq, By, ..., Ey elementares. Neste caso, se A é quadrada e R =1, A ¢ invertivel com

A7 =E, - EE.

0 1 (1 1 —17[ 0 1
{—12}:/*H —1 2]:{0 1“—12}:5/\
(1 -1 1 1 -
1 1
0 0

{ _11 ] =EEERHA=1
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11701 011 —1
E3E2E‘:o1} 11“01}
ST [ -
“lo 1)1 o0
T2 1] L

=11 o0 |74

Temos entdao o seguinte método para obter A~', caso A seja invertivel, ou afirmar que
A~ ndo existe, caso A nao seja invertivel:

— A partir de [A]I], apés uma sequéncia de k operacoes elementares, obtenha [R|A'];
— Considere R. Dalf:

*x R=I&A =A"";

x* R#£1& A7 nao existe.

ExERcicI0: | Usando o método anterior, responda qual/quais das seguintes matrizes

110 1
[_01;] , 011 e 0
120 1

tém inversa(s) e apresente a(s) inversa(s).

6Temos o seguinte:

[All = [E1AJE T] — [E2EAJE B ] — - = [Ex - - E2E1AlEk - - E2Eq] = [RIA]
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5.2 Exercicios

X1 — 2% 4+ X3 = a
1. Considere o sistema ¢ 2x; 4+ X2 4+ x3 = b;
5X2 — X3 = C.

(a) Para que valores de a, b e ¢ tal sistema tem solugao?

(b) Determine todas as solugoes do sistema.

’RESOLUQAO:
Escalonando a matriz aumentada do sistema, temos

1 -2 1 | «a 1T -2 1 | a
2 1 1 | bl =10 5 -1 ] b—-2a
0O 5 -1 ] ¢ |0 5 —T1 | c
1 -2 1 | a
— 10 5 =1 | b-2a
|0 0 0 [ 2a—b+c

Logo, o sistema tem solucao se, e somente se, 2a — b 4+ ¢ = 0. Assim, continuando a
escalonar a ultima matriz com a ultima linha nula, temos

1 2 1] a 1 2 1 | «a
05 -1 ]b-2a|—=|0 1 =1 | b
0O 0 0 | 0 00 0 [ O
B 3 a+2b

Lot O ek

5 5

(00 0 | 0

Dai, para x3 =t arbitrario, a solugao do sistema é dada por

—3t+a+2b
X1 -5
t+b—2a
X2 = —5
X3 t
_3 a+2b
5 5
_ 1 b—2a
=t 5 + 5
1 0

com a, b e ¢ constantes tais que 2a —b +c¢ = 0.

2. Para que valores de by, b, e b3 o sistema linear com matriz aumentada

1302 by
001 4] by
1 3 16| b;

tem solucao.” Dai, obtenha a solucao de tal sistema.

TResposta] by + bz b,
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3. Para quais trés nimeros a, o processo de Gauss-Jordan aplicado a

o
)

A=

o
o

3
4
a

o)
o)

falha, isto é, A nao é invertivel?®

4. Para quais trés nimeros c,

nao é invertivel (e por que)?

5. Prove que

¢ invertivel sea #0 e a #b.”

6. Se R é a escalonada reduzida equivalente por linhas a

-1 0 1 3
A= 1T 2 1 =11,
1T =21 0
obtenha matrizes elementares Eq, E,, ..., Ex tais que Ex---E;E;A =R,

-2 0 —i

Idem para A= | —1 3 1 |. Tal A é invertivel?
—1 =1 -1
X1

7. Para o vetor-coluna X = : |, considere X’ := (x1,...,Xn). A partir dai, demonstre

Xn

que o conjunto

S={X'|AX =0}
das solugoes de um sistema homogéneo AX = 0 (qualquer) é um subespago do R™.

8. Que relagao existe entre o exercicio anterior e o exercicio 5 da pagina 117

[0

RESPOSTA: | a = 2 (colunas iguais); a =4 (linhas iguais); a = 0 (coluna/linha nula).
SUGESTAO: | Via Gauss-Jordan, obtenha

©
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Capitulo 6

Operadores, Autovalores e Autovetores

6.1 Funcoes Lineares

Queremos estudar fungdes L definidas em R™ a valores em R™ que generalizam a funcao (real
de uma varidvel real) linear f(x) = ax com coeficiente angular a. Para tal fungao, temos
f(x +y) = f(x) + f(y) e flax) = af(x) para quaisquer reais x, y e «. Esta propriedade serve
para definir L.
Na maior parte desse capitulo, por abuso de notagao, o vetor X = (Xq,...,Xn) € R™ é repre-
X1
sentado como o vetor-coluna n-dimensional X =
Xn
Os itens seguintes fazem o estudo das funcoes lineares e de algumas de suas consequéncias.

e Seja Lo(X) := AX o produto das matrizes reais A e X de tamanhos m x nen x 1,
respectivamente.

’AFIRMAQ/XO 1:]L:R"™ — R™ é uma funcao linear (isto é, L(X +Y) = L(X) + L(Y)
e L(aX) = aL(X) para quaisquer X,Y € R™ e & € R) se, e somente se, existe A tal que
L=La.

’DEMONSTRAQAO: ‘ Por um lado, La : R™ — R™ é claramente linear (isto é, LA(X+Y) =
La(X) + La(Y) e La(aX) = alLa(X) para quaisquer X,Y € R" e « € R). Por outro lado,
sendo Al a j-ésima coluna de uma matriz A qualquer,

An A o An
A A.21 A.zz A'Zn
Ami Amz o Amn
e
X1
x=| 21,
Xn

39
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temos que

LA(X) = AX

A]]X] + A]zXZ + -+ A]an
Az]X] + Aszz + -+ Aznxn

Am1x1 + AmZXZ + -+ Amnxn

An A1z Atn
Al A Aon
=X : +x : + o+ Xn :

=x A + AT+ -+ x, A

Agora, seja BJ a matriz n x 1 que representa o j-ésimo vetor da base canonica de R™, isto
é, B) é a j-ésima coluna da matriz identidade n x n; seja A) a imagem de B) pela funcao
L, isto é,

L(E)) := Al.

Dai, via a linearidade de L, segue que

L(X) = L(x;E' + xE? + - - - + x,E")
=xL(E") + xL(E?) + - - - + x,L(E")
= AT F AT+ X AT
= AX
= LaA(X).

Assim, além de ter concluido a demonstracao da AFIRMACAO 1, acabamos de estabelecer

que, calculando-se L(E'), obtemos cada coluna Al de A tal que L = L,. Tal A é dita a
matriz que representa L (nas bases canodnicas).

Verificar a linearidade das funcoes definidas por:

L. L{x1y%2y X3y X4) = (X1 + X2, X3 + X4, X1 + X2 + X3 +Xa)  V(x1,%2,%3,%4) € RY;

2. (ROTAGAO DE ANGULO 6 EM TORNO DA ORIGEM)
Ro(x1,%2) = (X1 cos0 —x,5en0,x;sen 0 +x, cos0)  V(x1,%2) € R%;

3. (SEMELHANGA DE RAzAO k € R—{0})
Sk(X) =kX VX eRY

4. (REFLEXOES EM TORNO DOS EIX0S x E y)
Ri(x1,%2) = (x1,—x2) e Ry(x1,%2) = (—x1,%2)  V(x1,%2) € R%;
5. (PROJEGOES ORTOGONAIS SOBRE 0s EIX0S x E y)
PX(XHXZ) - (X],O) € Py(XhXZ) - (O)XZ) V(XI)XZ) € RZ;

6. (PROJEGAO ORTOGONAL SOBRE O SUBESPACO S DE R™ cOM BASE ORTONORMAL
{A1 AL A
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Ps(X) = (X-ADA; + -+ (X-A)A, VX eRM!

) ’AFIRMAQAO 2:|Sejam A e B as matrizes que representam as fungoes lineares L; : R" —
R™e L, : R™ — RP, respectivamente, isto é, L; = La e L, = Lg. Dai

L,oL; = Lga,

isto é, BA é a matriz que representa a fungao (linear) composta L; o L; : R* — RP. De
fato,

(L0 L) (X) = Ly (Ly (X))

EXERCICIO:

— Considerando n = p = 2, m = 3, X = (x,x2) — Li(X) = (x2,x1,%1 + %) e
Y = (y1,Y2,Y3) — La(Y) = (y1 +y2,Y2 + y3), determine A e B.

— Sem usar a AFIRMACAO 2, obtenha a matriz C que representa L, o Ly, sendo X =
(x1,%2) — Ly (L1(X)), e verifique que, de fato, C = BA.

— Considerando rotagdes no plano, é facil ver (geometricamente) que
R91+92 - Rez o R61 .

(De fato, considere a Figura 6.1.) Por outro lado, sendo as matrizes que representam

Ro, 16, (X) = Re, (Re, (X))

Figura 6.1: ReﬁLeZ = Rez @) R91 .

Ro,, Ro, € Rg, 10, dadas, respectivamente, por

| cos(61402) —sen(67+6;)

cosB; —senb6; | cos®; —sen0;
o T | sen(07 +02) cos(07+02) |’

sen®7  cosBO; sen®, cos0O;

I'Note que, se X’ := Pg(X) e X" := X — X', entdo X" € S pois

X" X = X = (X ADAY = = (X ADAL - (X ADAT A+ 4 (X ADAL]
= (X-AD 4+ (XA = (XA = = (X AL
=0.

Assim, como X = X’ +X"” € R™ com X’ € S e X" € S+, 0 nome PROJEGAO ORTOGONAL se justifical
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desconsiderando a demonstracao anterior, verifique a validade da AFIRMACAO 2,
para este exemplo, mostrando que C = BA.

e |[NUCLEO E IMAGEM: |
Considere a fungao linear L : R* — R™ e a matriz A, m X n, que a representa (nas
bases canonicas). O Nicleo e a Imagem de A (ou L) sdo, respectivamente, os seguintes
conjuntos:

(i) N={X e R"|L(X) =0}, o conjunto de todo vetor do dominio cuja imagem ¢é o vetor
nulo do contra-dominio;

(ii) ImL ={Y € R™|existe X € R™ com Y = L(X)}, o conjunto de cada vetor do contra-
dominio que é imagem de algum vetor do dominio.

’AFIRMAQAO 3: ‘ N é um subespaco de R™ e Im L é um subespaco de R™.

’DEMONSTRAQAO: ‘ Em primeiro lugar, note que, como L(0) = A0 = 0, tanto N quanto
Im L sdo nao vazios. Agora, para (i), note que

N={XeR"|AX =0}
é o subespago das solugoes do sistema homogéneo AX = 0. Para (ii), note que
ImL ={Y € R™|existe X € R" com Y = AX}

é o Subespaco Gerado pelas Colunas de A. De fato, como vimos na demonstracao da
AFIRMACAO 1, se

A A o Al X1
A A'z1 A.zz A.Zn o X - X'z |
Ami Amz - Am Xn
entao
Y =AX =xA' + A%+ - x, AT,
sendo AJ a j-ésima coluna de A, j =1,2,...,n.

Seja

100 —1
A=101 0 —1
001 1
(i) Note que, x4 =t acarreta
X1 1
Nox=|2l=t| L | ter
X3 —1

X4 1
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Note ainda que

—1
1
¢ uma base de N. Dai dim N = 1.
(ii) Note que
1 0 [ 0 [ —1
ImL>Y=AX=x 0| +x] 1 +x3| 0 | +x4 —1
0 0 |1 ]
Note ainda que, como
—1 1 0] 0]
—1{=-)-{0|{+=D)-{T1T|+1-]0{,
1 0 0 | T ]

uma base de ImL = R3? é a candnica e dimImL = 3.

’AFIRMAQAO 4: ‘ As dimensoes de N e Im L sdo chamadas, respectivamente, de nulidade
e posto de A (ou L). Demonstra-se que

nulidade + posto = n.
Por exemplo, no exemplo anterior, temos que

nulidade + posto =1+3 =4 =n.

| METODO PRATICO PARA DETERMINAR N E ImL:

Ja sabemos como determinar uma base de N: Basta obter R, a matriz escalonada reduzida
de A. (De fato, X é solugao de AX = 0 se, e somente se, é solugao de RX = 0.)> Agora,
para determinar uma base de Im L, podemos seguir os dois passos seguintes:

(P1) Determinamos que colunas de R contém os seus pivos. Digamos, as colunas R'1, ..., Rl
contém os pivos de R;
(P2) Para obter uma base de Im L, basta coletar as Colunas Pivos Al,..., Al de A.3

Seja

A=|-1 2 -1 1 0
o 1T 1 0 1

Assim, primeiramente, escalonamos A, isto é,

1 -1 2 -1 1
A= |0 1T 1 0 1
(001 1 0 1
1 0 3 -1 2
=101 1 0 1/|=R
000 0 0
2A nulidade de A é o nimero de vetores de uma base do espaco solucdo de AX = 0.

30 posto de A é o niimero de colunas pivos de A.
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Dai, como R' e R? sdo as colunas pivos de R, segue que as colunas pivos de A, isto é,
{A],AZ}, formam uma base de Im L. A razao disso é simples: Por um lado, note que as
outras colunas de R sdao combinacoes lineares de R' e R?, isto é,

R =3R"+R?} R'=-—R'+0R? e R®>=2R'+R%

Agora, por outro lado, note que as outras colunas de A reproduzem tais combinagoes
lineares, sé que agora, em relacdo as colunas A' e A2. De fato,

A3 =3AT4+ A% A'=—A"+0A%? ¢ A’=2A"+AZ

Entao, {A],Az} ¢é base pois gera ImL e é LI
Vamos obter agora uma base para N: Como RX = 0 representa o sistema

X1 4+ 3x3 — x4 + 2x5 = 0,
X2 + X3 4+ x5 =0,

se X3 = &, X4 = € X5 =y sao numeros reais quaisquer, entao

X1
X2
NoX=1 x3
X4
X5
-3 1 -2
—1 0 —1
=a| 1 |+ 0| +v]| O
0 1 0
0 0 1

Assim, uma base para N é dada por

-3 1 2
] 0 ]
1 |,10],] o
0 1 0
0 0 1

Note ainda que

EXERCICIO: | Seja

nulidade + posto =3 +2=5=n.

1223
A=1]12 455
36 7 8

S [ g—
O 0 B~

— Determine a matriz escalonada reduzida R obtida de A. Que colunas de R nao
contém pivos? Escreva cada uma destas colunas como uma combinacgao linear das
colunas pivos de R.

— Que colunas de A correspondem as colunas pivos de R, isto é, quais sao as colunas
pivos de A? Estas colunas formam uma base para o espaco gerado pelas colunas
de A. Escreva cada uma das colunas restantes de A como combinacao linear das
colunas de tal base.
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— Qual a dimensao do nticleo de A, isto é, qual a nulidade de A?

12505
Para quais nimeros ce d amatrizA= | 0 0 ¢ 2 2 | tem posto2e
000 d2

porque?

e | BASES DE SUBESPAQOS:‘
Como obter uma base de um subespaco do R™ gerado por m vetores? Por exemplo, dados
4 vetores em R®, como determinar uma base para o subespaco gerado por tais vetores?
Vamos estabelecer dois modos de responder tal questao. O primeiro deles é uma aplicagao
do item anterior.
Primeiro Modo: Considere a matriz 6 x 4, A, cujas colunas sao os quatro vetores dados.
Determine as colunas pivos de A;
Sequndo Modo: Considere a matriz 4 x 6, A, cujas linhas sao os quatro vetores dados.
Determine as linhas nao nulas da escalonada reduzida, R, de A.*

Utilizando os dois modos anteriores, determine duas bases para o su-
bespaco do R® gerado por (1,2,—-1,0,1,—1), (-1,1,0,-2,-1,2), (0,3,—1,—-2,0,1) e
(2,1,-1,2,2,-3).

° ’REPRESENTAQ]&O DE L EM OUTRAS BASES:‘
Além da matriz A que representa a funcao linear L = L, nas bases canodnicas, L pode
ser representada por outras matrizes m x m em outras bases. De fato, sejam B =
{X1,X2,...,Xn} e B = {Y1,Ys,..., Y} bases ordenadas de R™ e R™, respectivamente.
Define-se a matriz [L]g/ que representa L nas bases B e B’ por:

VJ S {1,2, cee ,Tl}, se L (X]) = L]jY] + I_ijz +---+ Lijm, entao

Ly
|

L

representa a j-ésima coluna de [L]E,. (Cason =me B’ =B, [L]E, ¢ denotada simples-
mente por [L];.)

Se m = n = 2, B é a base canonica, B’ = {Y; =(1,1),Y2=(1,—-1)} e
L(X) = (x1 — x2,X1 + X2) para cada X = (x,%;), determine [L]%,, [LIE", [L]; e [L],,.

LX) = (L,1) = 1-Y740-Y,,
L(X;) = (=1,1) = 0-Y7—=1-Y,,

4De fato, por um lado, as linhas ndo nulas de R contém os pivés. Dai nenhuma delas é combinacio linear
das demais. Por outro lado, as linhas de R e A geram o mesmo espago.(Por que?)

temos que
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Devido a
L(Y;) = (0,2) = 0-X3+2-X;,
L(Y;) = (2,0) = 2-X;+0-X;,
segue que
gr | 0 2
L = {2 0
Como
LX) = (,1) = 1-X34+1-X;,
LX) = (—1,1) = —1-X3+1-X;,
segue que
1T —1
Devido a
LYi) = (0,2) = 1-Y1—=1-Y,,
L(Y2) = (2,0) = 1-Y1+1-Y;,
temos que

POR QUE [L]E, REPRESENTA L7
Pode ser demonstrado que X — L(X) pode ser representada por

onde [X]g e [L(X)]g, sdo matrizes n x 1 e m x 1, respectivamente, que representam os
vetores X e L(X) nas respectivas bases.

Com as mesmas hipdteses do exercicio anterior, verifique a validade de
[L(X)]g, = [LI5, [X]g para X = (1,2).

Por T, LX) = (~1,3) = 1-Y; = 2, implicn e X0 = | 1 ]

Por outro lado, temos que [L], = [ 10 } e [Xlg = [ ! }

0 —1 2
Seja L : R? — R3 linear tal que
2 1
0 -2

com B = {(0,1),(1,—-1)} e B’ ={(1,2,3),(1,0,—1),(0,0,2)}. Se X = (—1,2) na base
canonica, obtenha as coordenadas de L(X) na base B’, isto é, determine [L(X)]g-.

Como A = [Ll; E A’ = [Ll;, ESTAO RELACIONADAS 7
Primeiramente, note que existe uma unica funcao linear T : R™ — R™ tal que

X
X2

’

T
— Y]
T

— Yz;

I

Xn Y.
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De fato, ¢é facil ver que tal T é linear; quanto a unicidade, seja S : R™ — R™ uma funcgao
linear tal que X; R Y; para cada indice j € {1,2,...,n}. Dai S(X;) =T(X;),j=1,2,...,n.
Entao, para todo X € R™, pela linearidade de S e T, temos que
SIX) =S (xaXg +x2X2+ -+ + X Xi1)

=x1S (X7) + x2S (X2) + - + x2S (Xy)

=x1T(X7) +%T(X2) + - +x, T (Xy)

=T 00X +%xXs 4+ +x.X4)

= T(X),

sendo os x;’s as coordenadas de X na base B.

Nomgio] - [T,

Note que T é invertivel, isto é, bijetora, com inversa T~' dada por
T'(Y) =X, i=1,2,...,n
Pode ser demonstrado que:
- Pl= [T_]}B’;
— A’ =P AP,

Neste caso, dizemos que as duas matrizes A e A’ (que representam a funcao linear L) sao
semelhantes.

ExERcic1o: | Com as mesmas hipéteses dos dois exercicios anteriores, verifique a va-

lidade de A’ = P~ TAP.

Seja L : R® — R3 linear tal que

010
A=[Lg=]101
001

com B = {X; = (1,

1, 3 =(0,1,0)}. Determine A’ = [L];, com B’ =
{Yl = (])O)O)>Y2 = (0»1 O)) 3= (O)O)])}

X] *l> Y];
Xz 'l> Yz;
X; 5 i

Dai A’ =P 'AP com P = [Tl;. Para obter P considere

X1 5 TnXy + T Xo + T Xs = Vi
(o) Xo 5 TiaXy + ToaXg + TaXs = Y2;
X 5 TisXy + X -+ TasXs = Vs
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Dai
T T T3
P=1 Ty Tn Tx
T T2 Ts3

e devemos determinar todos tais Ty’s. Assim, sendo M = [ X' x2 x? ] a matriz de
cada um dos trés sistemas de (®) e resolvendo por escalonamento, simultaneamente, cada
um destes sistemas, obtemos

1T 1T 0100 T 1 0] 1 00
Mij=|1ro0o1|]010|—>{0-11T/|] =110
120 1] 001 (01T 0| -1 0 1]
[ 1 O] 1 0 0]
— 10 O =1 01
0 -1 1 | -1 1 0|
(1 00 2 0 —1]
=10 1T 0] -1 0 1 = [I|P].
(001 | =21 1|
Note ainda que, concomitantemente, determinamos P~' = M. Agora, para obter A’,
basta proceder a multiplicacdo P~'AP:
-1 11
Al=] -3 1 2
-1 21

| AUTOVALORES E AUTOVETORES: |

Considere, a partir de agora, uma funcao linear L : R* — R™ e a matriz A, n X n, que a
representa (na base canonica). O escalar A ser um autovalor de A (ou L) significa existir
um vetor nao-nulo X tal que

L(X) = AX = AX.

Neste caso, X é dito um autovetor de A (ou L) associado a A.°
Sendo I a matriz identidade n X n, note que a condicao AX = AX pode ser reescrita como

(A—AD)X=0.
De fato,

AX=AX&E AX—-AX=0
& AX-AIX=0
& (A=A X=0.

| CALCULANDO AUTOVALORES: |
Para que (A — AI) X = 0 admita solucao X nao-nula, A — Al nao pode ser invertivel pois,
caso contrario, isto é, em existindo (A —AI)™', temos que

X=IX=(A-AD)""(A=ADX=(A—A)"'0=0.

5Por exemplo, se A = [

[ —12

_21 :? pois AX; =

)
5 ] = A2 X

], entdo A7 = 3 é autovalor de A associado a X7 = 7]4

] = A1 X;. Analogamente, A; = —2 é autovalor de A associado a X; = { } } pois AX, = [
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Como uma matriz quadrada nao é invertivel se, e somente se, o determinante desta matriz
é nulo, segue que, os autovalores de A sao as raizes do seu polinomio caracteristico, definido
como

P(A) :=det (A —AI).

Exovrio] sea A= | % 7Y |
CALCULO DO(S) AUTOVALOR(ES):
2-A -4
P(A) = det { 1 12 ]
= (2=AN(=1=A) = (=4)(—1)
=AN—-A—6
=A=3)(A+2).
Assim A7 = 3 e A, = —2 sao os autovalores de A.

| CALCULANDO AUTOVETORES: |
Ap6s ter determinado A, para calcular algum autovetor de A (associado a tal A), temos
X1

X
que obter alguma solucao nao-nula X = _2 do sistema (A —AI) X = 0. O conjunto

Xn
solucao de tal sistema, denotado por S,, é um subespago de R™ dito subespaco carac-
teristico de A (ou L) associado a A.

. . . X .
EXEMPLO: | Considere o exemplo anterior. Seja X = [ X1 ] . Assim:
2

— CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A A; = 3:

Assim, x; =t e x; = —4x; = —4t determinam os autovetores

N

| ter

Note que { { _14 } } ¢ uma base para Sy, .

— CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A \; = —2:

(A+2Ux=0¢¢{j1_f}[xl]:{81

X2

& x1—x =0.
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Assim, x; = x, = t determina os autovetores

e [1]. ves
1 .
Note que { { I ] } ¢ uma base para S, .
5 8 16
SejaA=| 4 1 8
—4 —4 —11
CALCULO DO(S) AUTOVALOR(ES):
5—-A 8 16

pA)=det| 4 1-A 8
/R | S

=A=1A+3)"
Dai Ay =1 e A\; = —3 sao autovalores de A com multiplicidades 1 e 2, respectivamente.
X1
Seja agora X = | x; |. Assim:
X3

— CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A A = 1:

4 8 16 X1 0
A-DX=0&| 4 O 8 x2 | =10
—4 -4 —12 X3 0
Sx1+2x%=0 ¢ x+x3=0.
Assim, x3 = t, Xy = —2t e x; = —t determinam os autovetores
—2

X=t| 1], tekR
1
-2

Note que < X; = | —1 ¢ uma base para S,,.

1
— CALCULO DOS AUTOVETORES X ASSOCIADOS A A; = —3:

8§ 8 16 X 0
(A+3)X=0&| 4 4 8 x| =10
—4 —4 -8 X3 0
E X +x + 2x3 = 0.
Assim, x3 = t, x; = s e Xy = —s — 2t determinam os autovetores
—1 -2
X=s| 1 +t| 0 |, s,teR.

0 1
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Note que § X; = 1 ,Xs=1| O ¢ uma base para S,,.

e | Avisos IMPORTANTES: |

— Além de reais, autovalores e autovetores podem ser complexos;
— A dimensao de S, é < multiplicidade de A (como raiz de p(A) = 0);

— As técnicas usadas nos exemplos sao praticas para matrizes 2 X 2 e 3 x 3. Mas
para matrizes 1 X n com n grande, sao usadas outras técnicas, tais como métodos

iterativos!
p . . 2 5
Quais os autovalores e autovetores da matriz A = 3 _4 ?
] RESOLUGAO: ‘
Os autovalores A1, = —1 £ 26 s@o as raizes da equacio
2—A 5 12 -
‘ 3 41 =AN+22A—-23=0.
Os autovetores associados a Ay = —1 4+ 2v/6 sdo multiplos de
1
Xi = { - ] .
3-2v6

De fato,

2—N\ 5 }

3—-2V6 5
SN |

3 —(3+2v6)
1 > 7
3-2v6
- [ 3 —(3+2v6) ]
1 > 7
3-2v6
5 { N ] |
Os autovetores associados a A; = —1 — 2v/6 sdo multiplos de

1
xzz{_S }
3+2v6

3+2V6 5
30 —(3-2v8) ]

1 3+§6
iy

1 5\[
3+2V6
H[O : ]

De fato,

2-A 5
34—\
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’ DIAGONALIZACAO:
A (ou L) ser diagondlizdvel significa existir uma base B = {X;, Xz, ..., X,,} de R™ composta
de autovetores de L. Neste caso, escrevendo, por abuso de notagao, tais autovetores como
matrizes n x 1, temos

XiHL(Xi):AXi:}\iXi, i:1,2,...,n.

Dai obtemos a seguinte matriz diagonal:

A
] A NOTACAO

[L]B = .. - D7
An

onde as entradas de D que estao na diagonal principal sao nulas e foram suprimidas.
(Note ainda que a diagonal principal de D é composta dos autovalores de Al)

’POR QUE A B DIAGONALIZAVEL?‘
Como vimos, sendo A e D representagoes de L (na base canonica e na base B, respecti-
vamente), existe uma matriz invertivel P tal que

P'AP =D.

Assim, mesmo que A nao seja uma matriz diagonal, A é diagonalizdvel.

] AFIRMAGCAO 5: ‘

X; é a i-ésima coluna de P, 1 =1,2,--- ,n, isto é, P = [ X; Xg oo Xy ]
5 8 16
No exemplo anterior, temos A = | 4 1 8 ,
—4 —4 —11
1 0 O -2 -1 =2
D= 0 -3 0 € PZ[X] Xz Xg}: —1 1 0
0O 0 -3 1T 0 1
-1 -1 =2
Verifique que P'=| =1 0 —2 | e que PTAP =D.
1 1 3

EXERCICIO:

Diagonalize a matriz

0,8 0,3
A= lo,z 0,7]

: 100
para obter A'® considerando (%) como sendo zero.

’ RESOLUQAO: ‘
Note que, obter A'® sem diagonalizacdo significa proceder do modo seguinte:

A AZ=AA A3=AAZ AT00_AA%9
0,8 0,3 0,70 0,45 0,650 0,525  [0,6 0,6
0,2 0,7 |’ 10,30 0,55 |’ | 0,350 0,475 |> 7 | 0,4 0,4 |
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Existe um custo computacional com tal procedimento. Contudo, para A diagonalizavel,

FUNCOES LINEARES
A = PDP', A2 = AA = PD?P', A3
100 }\}OO 0
o= [0
4 A 3
A—Al|=|5 10 ‘
5 5 A

Para obter um autovetor X; de A associado a A; = 1, resolvemos o sistema (A —

via o escalonamento

Para obter um autovetor X; de A associado a A; = 5,

0 via o escalonamento

Assim, para X; =

1)

— AA? = PD’P,

A100 — PD]OOPf]

} , A1 e Ay autovalores de A. Estes sao obtidos via

1
(D) ee

)X; =0

N

100 1]00 —1
A ]/2 100 P

7 [
3/5
2/5
Sabendo-se que V; = (—4,—4,—-1), V, =
matriz
173
A=| —-2/3
—1/6

resolva os seguintes itens:

Jig

3/5
2/5

6 0,6
4 0,4 |

(5,4,1) e V3 = (5,3,1) sdao autovetores da

~5/6 20/3
“1/6 16/3 |,
~1/6 11/6

— Sem obter o polinémio caracteristico, obtenha os autovalores correspondentes a estes

autovetores.

— A ¢é diagonalizavel? Justifique.

MATRIZES ORTOGONAIS E DIAGONALIZACAO:

Uma matriz invertivel P com entradas reais e tal que P~' = P* é dita ortogonal.
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cos® sen@ 1/3 =2/3 2/3
—eonB cos0 } 2/3 —1/3 —2/3 | sado ortogonais.
2/3 2/3 1/3
’AFIRMAQAO 6:‘ P é ortogonal & {Pq,...,P,} (respectivamente, {P1, .. .,P“}) ¢ uma

base ortonormal do R™.

EXEMPLO: | Veja as duas matrizes do exemplo anterior!

Vamos demonstrar apenas o caso das linhas de P, ja que o das colunas é analogo. Assim,
P,-P; --- P;-P,

como PP' = : : : , temos que

PP' =1 & paracadai,j=1,...,n, Pi‘Pj:{

isto é, {Py,..., Py} é ortonormal.

’AFIRMAQAO 7 ‘ Seja A uma matriz com entradas reais. Demonstra-se que:

1. A é ortogonalmente diagonalizdvel (isto é, existe uma matriz ortogonal P tal que
P~TAP = P'AP = D é diagonal) & A é simétrica (isto é, At = A).6

2. Sao reais os autovalores de uma matriz simétrica A qualquer.”

3. Sao ortogonais os autovetores associados a autovalores distintos de uma matriz

6Note que a implicacio = segue de A = PDPt = PD'Pt = (PDP!)" = At.
"De fato, se AX = AX, considerando propriedades de conjugacdo complexa e de transposicdo de matrizes,
temos:

AX'X = X'AX
=X'AX
=X'AX
— (AX)" X

Y)t

>
S

&

I
/;J‘/;AA
XX

-+ -+
x X o

o+

|

>
x|
X

Dai ()\ — X) X'X =0 e, como X # 0, temos entdo A —A = 0, isto é, A = A. Assim A € R.
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simétrica A qualquer.®

2 21
Considere a matriz A = | 2 5 2 |. Para obter os autovalores de A,
12 2
2—A 2 1
devemos encontrar as raizes de det 2 5—A 2 =0,istoé, A—7)(A—=1)* =
1 2 2—A
0. Assim, tais autovalores sao A\; = 7 e A; = A3 = 1. Agora, por um lado, resolvendo
-5 2 1
o sistema (A —7I)X = 2 —2 2 | X =0, obtemos, por exemplo, o autovetor
1 2 =5
1 1 21
X; = | 2 | associado a A = 7. Por outro lado, resolvendo (A — D)X= 2 4 2 | X=
1 1 21
1 2
0, obtemos, por exemplo, os autovetores X; = 0 e X3 = | —1 | associados a
—1 0

A2 = A3 = 1. Logo, normalizando X; e aplicando Gram-Schmidt em X, e X3, obtemos

Xi=1 2], xj=
7e X5
°1 1 1

SSejam AX] = )\1X1 e AXz = 7\2X2. Dai

MXy- X =AX: - X,
— XLAX;
— XLALX,
= (AX2)" X4
=X;-AXy
= X1 - A2X2
=A2Xp - Xa.

Dai (A1 —A2) X7 - X2 =0 e, como Aj # Az, temos X7 - X3 =0.
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6.2 Exercicios

1. Se possivel, diagonalize as seguintes matrizes:

0 1 1
(@) A=|1 01/
110
[ -1 6 -12
M) A=| 0 —13 30 [0
0 -9 20
5 =20
(c)A=| -2 6 2|1
o 2 7

9Em relacdo a A, verifique que: (—1,1,0) e (=1,0,1) sdo autovetores associados ao autovalor —1; (1,1,1) é
autovetor associado ao autovalor 2.

1OEm relacdo a A, verifique que —1, 2 e 5 sdo seus autovalores.

"UEm relacdo a A, verifique que 3, 6 e 9 sdo seus autovalores.



