wmo av € S, aw € L(S) e L(S) é fechado sob a multiplicagéo por escalar. Se w, w, € L(S), existem V‘I,

e S tais que L(v)) = w, e L(v,) = w,. Logo, :

Wi+ wy = L(v)) + L(vy) = L(v) + ¥2)
:1(S) € fechado sob a soma. O

EXEMPLO 11. Seja L a transformag@o linear de R* em R’ definida por

wo-(5)

Um vetor X pertence ao niicleo de L se e somente se x, = 0. Logo, ker(L) € 0 subespago unidimensional
de R? gerado por e,. Um vetor y pertence & imagem de L se ¢ somente se y é um multiplo de e,. Logo,
L(R?) é o subespaco unidimensional de R* gerado por €.
EXEMPLO 12. Seja L : R* — R? a transformag@o linear definida por

L(x) = (x; + x2, xo + x3)"

eseja S o subespaco de R* gerado por €, ¢ es.
Se x € ker(L), entdo

X1+X2:O (] .XZ+X3:O
Fazendo a variavel livre x, = a, obtemos
Xy = —da, Xy =da

e, portanto, ker(L) € o subespac¢o unidimensional de R* de todos 0s vetores da forma a(1,-1,1)".
Sex € S, entdo % tem que ser da forma (a, 0, b)", logo L(x) = (a,b)". E claro que L(S) = R*%. Como
2 imagem do subespago S € o R? inteiro, a imagem de L tem que ser todo o R [isto €, L(R*) = R*].

C

EXEMPLO 3. Seja D: P, — P, o operador derivada, dado por

D(p(x)) = p'(x)
0O nicleo de D consiste em todos os polindémios de grau 0. Logo, ker(D) = P,. Como a derivada de
qualquer polindmio em P; € um polinémio em P,, temos que D(P;) = P,. ]

EXERCICIOS

£

. Mostre que cada uma das aplicagBes seguintes € uma transformac@o linear de R? em R*. Descre-
va geometricamente o que cada uma delas faz.

(@ L(x) = (-x;,x)" (b)) L(x) = —x (©) L(x) = (x, x)”
() L(x) =3x (&) L(x) = xzey

2. Seja L a transformagdo linear de R” em si mesmo definida por

L(x) = (X, COS& — X3 Send, X; Send -+ x> cos )’

Expresse x,, x, € L(x) em coordenadas polares. Descreva geometricamente o efeito dessa trans-
... formagao linear.
* 3. Seja a um vetor fixo nfo-nulo em R”. Uma aplica¢io da forma

Lx)=x+a

é chamada de translagdo. Mostre que uma translagdo ndo ¢ uma transformagdo linear. Hustre
.. geometricamente o efeito de uma translagéo.
«' 4. Determine se as transformagdes de R* em R* a seguir sdo ou néo lineares.
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(a) LX) = (xz, x3)" (b) L(x) = (0,0)7
o~ ©) L(x) = (14 x, x)] (d) L) = (x3, x) + x3)
"1 3; Determine se as transformagdes de R? em R* a seguir sdo ou nio lineares.
T @ Lo =, DT (b) L) = (61, 10, + 20"
o (0) L(x) = (x,0,0) (d) L(x) = (x;, x2, x] +x3)"
7 6. Determine se as transformagdes de R em R"™" a seguir s30 ou ndo lineares.
" (a) L(A) = 2A (b) L(A) = AT
(¢) L(A) = A+ [ (dy L(A)=A — A"

7. Determine se as transformacdes de P, em P; a seguir sdo ou ndo lineares.
(@) L{p(x)) =xp(x)
(b) L(p(x)) = x>+ p(x)
o (©) L(p(x)) = p(x) + xp(x) + x7p'(x)
» § Para cada fe C[0, 1], defina L(f) = F, onde
Fx)= [y f(ndr 0<x=1

. Mostre que L é uma transformagéo linear de C[0, 1] em C[0, 1]. Depois, encontre L(e*) e L(x").
‘* 9. Determine se as transformacdes de C[0, 1] em R' a seguir sdo ou ndo lineares.

=@ L) = f(0) (b) L(f) = 1f(0)]
© LO=LFO+ 712 @ L= [ [irwrd]”
0. Se L ¢ uma transformacio linear de Vem W, use indugdo matemadtica para provar que
Loyv) +oapvp + - -+, v,)
=o L(v)) +oL(vy) + -+ a,L(v,)

'H 1 Seja {v,, ..., v,} uma base para um espaco vetorial V e sejam L, e L, duas transformagdes line- -
ares de V em um espago vetorial W. Mostre que, se

Li(v;) = Lo(vy)

~ paracadai = 1, ..., n, entdo L; = L, [isto €, mostre que L,(v) = L,(v) para todo v € V]. ‘
2. Seja L uma transformagao linear de R' em R' e seja a = L(1). Mostre que L(x) = ax para todo x .
e R
13. Seja L um operador linear de um espaco vetorial V nele mesmo. Defina, por recursdo, o operador
L', n = 1 da seguinte maneira:

L'=1L
LYv)y = L(L*(v)) paratodoveV

/™ Mostre que L' € um operador linear para todo n = 1.
14, Sejam L,: U — Ve L,: V— W transformacdes lineares e seja L = L, o L, a transformagéo defi-
~" nida por

L(u) = Ly(L1(w))

parau € U. Mostre que L é uma transformacao linear de U em W.

15. Determine o niicleo e a imagem de cada uma das transformacoes lineares de R* em R°.

(@) L) = (3, %0, 1)

(b) L) = (x1,x,0)
(¢) L(x) = (x;,x,x)"

16. Seja S o subespaco de R® gerado por e, e e,. Para cada um dos operadores lineares no Exercicio
15, determine L(S).

17. Determine o nicleo e a imagem de cada uma das transformagdes lineares de P, em P, dadas a
Seguir.
(@) L(p(x)) = xp'(x)




