Ortogonalidade L

forma um conjunto ortonormal em relagéio ao produto interno (2). Deixaremos a cargo do leitor a veri-
ficacdo do fato de que, ao adicionarmos as funcoes .

senx, Sen2x, ..., sennx

20 conjunto acima, obtemos outro conjunto ortonormal. Podemos, portanto, utilizar o Teorema 5.5.8
para encontrar a melhor aproximagao de uma fungéo continua em termos de um polindmio tri gonométrico
de grau menor ou igual a um n dado, no sentido dos minimos quadrados. Observe que

1 1 X 1

de modo que, se

1 big
ag=(f,1) = ;/ fx)dx

I
a, = (f,coskx) = = ffﬂ f(x)coskxdx

1
by = {f,senkx) = - [7 f(x)senkx dx
parak = 1,2, ..., n, entdo esses coeficientes determinam a melhor aproximag@o de f por minimos qua-

drticos. Os a; e b, sdo coeficientes de Fourier, bastante conhecidos, que aparecem em diversas aplica-
¢des envolvendo aproximacio de fungdes por séries trigonometricas.

EXERCICIOS

= 1. Quais dos conjuntos de vetores a seguir formam uma base ortonormal para R*?
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(a) Mostre que {u,, u,, u;} formagzuma base ortonormal para R*.
(b) Sejax = (1, 1, 1)". Escreva x como uma combinacdo linear de u,, u, e ¥, usando o Teorema

5.5.2 e use a formula de Parseval para calcular lixll.

< 3, Seja S o subespaco de R gerado pelos vetores u, e u, do Exercicio 2. Sejax = (1, 2, 2)". Encon-
tre a projegio ortogonal p de x sobre S. Mostre que (p — x) Lu, e (p — x) L u,.

» 4. Seja @ um nimero real fixo € sejam

< = cos @ N _{ —send
P77 send ¢ %2 = cos
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9. Prove que a transposta de uma matriz ortogonal € uma matriz ortogonal.

Algebra Linear com Aplicacdes

(a) Mostre que {Xx,, X,} é uma base ortonormal para R*.
(b) Escreva um vetor arbitrdrio y em R* como uma combinagdo linear ¢;x, + ¢,x,.
(¢) Verifique que

o=yl =y +y

5. Suponha que w, e u, formam uma base ortonormal para R? e seja u um vetor unitdrio em R”. Se

u’u, = 1/2, determine o valor de la'u,l. !

6. Seja {u,, u,, ©,} uma base ortonormal para um espago 1% mumdo de produto interno e sejam

u=1u;, + 2u, + 2u, e v=u; + 7u,
Determine o valor de: CYLESTRD © Cofoliigo Do o 400
(a) <u, v>; oo
(b) lhall e Hvll;

(¢) oéngulo Pentreu e v.

7. As fungdes cos x e sen x formam um conjunto ortonormal em C{—7, 7]. Se

f(x)=3cosx +2senx e g(x)=cosx —senx

use o Coroldrio 5.5.3 para determinar o valor de

1 b1
(f.8)= —/ fx)g(x)dx
T Jor

8. O conjunto

S = g% CcOs x, cos 2x, cos 3x, cosdx

é um conjunto ortonormal de vetores em C{—7, 7] em relacao ao produto interno definido por

).

(a) Use identidades trigonométricas para escrever a fun¢@o sen x como uma combinagao linear
de elementos de S.

(b) Use o item (a) e o Teorema 5.5.2 para encontrar os valores das integrais a seguir.

(i) [7 sen'xcosxdx (i) [ sen®xcos2xdx
(1ii) ffn sen® x cos 3x dx (iv) f:{ sen’ x cos4x dx

0. Se Q é uma matriz ortogonal n X n e se X ¢ ¥ 20 vetores ndo-nulos em R”, qual a relagio entre

o Angulo entre gx e Oy e o angulo entre x e y? Prove.

11. Seja O uma mairiz ortogonal n X n. Use indug¢do matematica para provar cada uma das afirma-

¢Oes a seguir.
(a) (O = (O"Y" = (Q"* para todo inteiro positivo m.
(b) 1Q"xll = ixll para todox € R".

12. Seja u um vetor unitdrio em R" e seja H = I — 2un’. Mostre que 7 € 20 mesmo tempo ortogonal

e simétrica €, por tanto, sua pr 0pr1a inversa.

13. Seja O uma matriz ortogonal e seja d = det(Q). Mostre que Idl = 1.
14. Mostre que o produto de duas matrizes ortogonais é ortogonal. O produto de duas matuze;s de

permutac@o é uma matriz de permutac@o? Explique.

15. Mostre que, se U € uma matriz ortogonal n X n, entao

T T T
W, +wmw, + - Fuu, =7

16. Use indugio matematica para mostrar que, se @ € R™" €, a0 mesmo tempo, triangular-superior |

e ortogonal, entdo g, = T e,j =1, ..., n




