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sen (27z)

1. Dada a fungéo f(z) = (22 +1)%”
z

calcular /f(z) dz onde T' é a curva |z + i| = v/2, orientada no sentido
r

anti-horario.

1
Solugao: Tem-se que f(z) = 24(2_?_(12;2)4, onde g(z) = sen 27z é analitica sobre a curva e na regido
1

interna a curva I' (a circunferéncia de centro —i e raio v/2); além disso, nota-se que z, = —35 estéd no
interior da regiao limitado pela mesma curva. Também, tem-se que:

g (2) =27 cos 2mz; ¢ (2) = —(27)? sen 27z; ¢ (2) = —(27)3 cos 272.

Dai, utilizando a Férmula Integral de Cauchy para Derivadas segue que:

1 9(z) 1 2wy, 10 1 2mi 3 ot
Jrerts =g [ o= g g = g G s =T

2. Determinar todas as fungdes analiticas f : C — C tais que Im[f(2)] = 2(zy + €” sen y).

Solugao: Denote f(z) = u(z,y)+iv(z,y), com v(z,y) = 2(xy+e” sen y). Admitindo-se que f é analitica
entao sao satisfeitas as equagoes de Cauchy-Riemann:

uy(z,y) = vy(z,y) e uy(z,y)=—-vy(z,y), paratodo (z,y) € R

Portanto, deve ser:

ug(x,y) =2(x+e* cosy) e uy(z,y)=—2[y+e” senyl, para todo (z,y) € R%.

Dali, segue que:

u(z,y) = /(230 +2¢” cos y) dr = x? + 2e” cos y + ¢(y)

= uy(z,y) = —2e” sen y + ¢'(y) = —(2¢” sen y — ¢'(y)) = —va(v,y) = —(2y + 2¢" sen y)
= (y)=2y=>¢'(y) =2y = ¢y) = -y’ +c (ceR)
= u(z,y) =2 +2e% cos y —y> + ¢
e assim, deve-se ter:

f(z)=ulz,y) +iv(z,y) = (:132 +2e” cos y — y? +c) +i(2zy +2€” sen y)

(2® +2zyi—y?) +2e" (cos y+i sen y) +c= (z +iy)* +2e" - +c=2"+2e"+¢ (c€R)



3. Dada a funcdo f(z) =

vergéncia da mesma.

1 . . . .
—————, determine sua série de Taylor em torno de z, = i e o raio de con-
22 +4+22—8’ 0

1 1
Solugao: Vé-se que f(z) = pop P EETEETE Utilizemos frac¢oes parciais para expressar f.
1 a b a(z=2)+b(z+4) (a+b)z+ (4b—2a)
= + = =
(z+4)(z—2) z4+4 2z-2 (z+4)(z-2) (z+4)(z-2)

atb=0=a=-b=>a=—¢ 11 I 1
{4b—2a:1:4b—|—2b:1:>b:é = &= it e

Dai, segue que:

1 1 1 1 1

244 z4d+i—i (@A+i)+(z—1) :4”.1—(—213)

(1)
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série esta com raio de convergéncia igual |4 4 i| = v/17 (pois deve-se ter Ii;" <1).
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{aD z—27z—i+i—27(ifZ)(l—(f?—_Qi))7@'—22(2'—2)”(271) 72(1—2)%1(2*@)’

i— n=0 n=0

cujo raio de convergéncia ¢ |i — 2| = v/5 (pois deve-se ter ‘|1Z:21I < 1). Logo, por (I) e (II) conclui-se que:

1-i-oo —1)" . 1+°° —1)" o
f<z):_6§)(4(+z‘))"ﬂ(z_z) +62(z‘(2))”+1(z_2) )

no disco |z — i| < v/5, ou seja, o raio de convergéncia é /5.

1
4. Dada a funcio f(z) = L, determine Res _ f(z) das seguintes formas:
22 + 2 — 2 2=—2
(a) Através da série de Laurent em z, = —2;

(b) Através da Formula dos Residuos.

Solugao: (a) Inicialmente, nota-se que

z+1 z+1 1 z—142 1 2
2242z-2 (24+42)(2—-1) (24+2) =z-1 (z+2) z—1
Dado que 1+ % ¢ analitica em z, = —2, sua série de Laurent no disco centrado em tal ponto é sua série

de Taylor; dai, segue que:

R e e e e = 1 s | e = (R = Re]

3
! _g*i(z+2)” 1 _g_2+§(2+2)”
(242 34~ 3" (2 +2) 3 T4 3t

13 2 X (+2r 13 X 2 o
_(Z+2)_(Z+2)Z gn+1 _(z+2)_23n+1(’2+2) ,

n=1 n=1

na regido 0 < [z + 2| < 3; portanto, Res__ f(z) = 1/3.



(b) Dado que z, = —2 é podlo simples de f, que que:

: z+1 ooz4+1
feeLl@ = I e O e~ e

=1/3.

5. Seja a funcgdo f : [0,7] — R dada por f(z) = sen x, para x € [0,7]. Determine a série de Fourier da
extensdo par de f ao intervalo [—, 7].

Solugao: Denotando-se por f,(z) a extensdo par de f ao intervalo [—, 7], deve-se ter que:

—+oo
aO
:?—i— g a, COS NI,
n=0

onde ) 5 o7
Gy = — fp(x) cos m:da::f/ sen x cos nx dz, paran=0,1,2---.
™ Jo

2 (7 2
a, = — sen xdxr = — - [ —cos x
™ Jo ™

e lembrando que 2 sen a cos b = sen(a + b)+ sen(a — b), obtem-se que:

1 [7 1 (" 1 cos 2
a1=*/ 2senxcosxdm:f/ sen 2rdxr = —— sc
i 0 ™ 0 7T 2

Logo, deve-se ter:

=2y r-

0

)
T or o

0

2 (7 1 (7 1 (7
an = 7/ sen x cos nx dr = 7/ (2 sen x cos nx)dx = 7/ [sen(1+n)x + sen(l — n)z|dx
T Jo 0 0

™ T
1] cos(1+n)z|™ cos(l—mn)x|" 1] 1 " 1 .
- |-= P O O R e R (S E Y
T +n 0 1—n 0 T |l4+n 1—-n
1 1 1 1
== —)" 1]+ —— == —1)" +1
ﬂ'{l—&—n[( )+]+1— } ﬂ[l—i—n l—n}[( )+
:[(_1) —i—l][l—n—i—l—i—n}: 2" 17 paran = 2,3,
™ (I1+n)(1—n) (1 —n?)
Desta forma, deve ser:
4
azk:m e Ay =0, para k=0,1,2,---,
e dai, conclui-se que
=2+ Zagk cos 2kx = — + Z 4k2 cos 2kz,
para todo x € [—m,7].
6. Considere o sistema
(2, 1) — uze(x,t) = 0, para todo (x,t) € [0,2] x [0, +00) (7)
u(0,t) =0 = u(2,t), para todo t € [0, +00) (17)

u(z,0) =z, w(z,0) =0, para todo x € [0, 2]. (#it)



(a) Determine uma solugao u(x,t) para tal sistema;
(b) Mostre que u(x,t) satisfaz as condicoes (%), (i) e (7).
Solucao: (a) Dado que u(x,0) = F(z) = z e w(x,0) = 0, para todo = € [0,2] entdo escolhendo-se os

coeficientes a,, na forma

1

2
ap = 5/4 Fy(x) sen %dw,

para cada n € N (e onde F denota a extensdo impar de F' ao intervalo [—2,2]), tem-se que a fun¢ao

= nwx nmt
t) = Zan Sen —— 08 ——

serd solucao do problema dado. Sendo assim, deve ser:

1 2 9 2 2
25/_2F[(x) sen %dxzﬁ/o F(z) sen %dx:‘/o x sen %d‘r:

2 22 g2 4 4 4
2 o TN —/ cos L gy | = — (=)™ ¢ 5 sen LA —(=1)"t
nmw 2 |, nm o 2 nmw (nm) 2 |, nm
Portanto, deve ser
4 f 1)+t nmwT nmt
— sen cos ——
T 2 27
n=1
para todo (z,t) € [0,2] x [0, +00).
(b) Tem-se que:
+oo n-+1 +oo n
(2.1) 40 (-1) sen T os nmt 4 (-1) sen T nwt  nw
ug(z,t) = —— n — == n——- sen —
Y T o \= 2 2 T 2 2 2

Tot \f= n 2 2 — n
40 (=X (-1t nmw nwt 4 X (1t nmTr nw nwt
'U/x($7t) = ;% (Z " sen B COS 7 = ; Z " COS B) . 7 . T
n=1 n=1
40 (=X (-1t nwr nw nmt 43X~ nTr NI nmt
taz(@:) m;(z sy gy | TR sy () e
n=1 n=1
Portanto, tem-se que uy(x,t) = uqz.(x,t), ou seja, u(x,t) satisfaz (). Tem-se também que
4 X (—nt! t 4 X (—1)rtt t
u(0,t) = — ( sen 0 cos ¥ — (0=~ (=1 sen nmw cos ﬂ,
T n 2 ewt n 2

para todo ¢ € [0,400), ou seja, u(x,t) satisfaz (i7).

Finalmente,
_ 4 X (1)t nmx 4 X (—1)ntt nmw
- Z 5 CoS - Z o sen — (),
=1 n=1
e também,

ﬁ\»m

X nmw
il 0-— =0
sen 2 sen 5 ,

i

para todo z € [0, 2], e portanto, u(z,t) satisfaz (ii7).



