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1. Sejam u € R3 um vetor nao-nulo (fixo) e T, : R® — R? a fun¢do dada por T, (v) = proj,v, para todo
v e RS

(a) Mostre que T, é uma transformacéo linear;
(b) Para u = (1,2,2) e v = (z,y, 2), determine a expressdo de T, (z,y, 2);

(c) Para u = (1,2,2), determine uma base para ker(7,) e uma base para Im(T,).

~ .o~ . v-u .
Solugao: (a) Por definigao, tem-se que proj,,v = — - u; dai, segue que:
u-u

Tu(v—i—w):(v—I—w)uu:v.u+wu.uzﬂu+uu:Tu(U)+Tu(w)7
u-u u-u u-u u-u
e T(a-v)= WU T T (),
u-u u-u

para todos v,w € R? e todo a € R.
(b) Tem-se que:

T,(1,0,0) = L2022 (7 5 9) = 1.(1,2,2);
T,(0,1,0) = ©LO022) (1 9 9) = 2.(1,2,2);
T,(0,0,1) = QOUA22) (7 9 9) = 2.(1,2,2),
e assim, obtem-se que:
T+ 2y + 2z

T (x,y,2)=2-T,(1,0,0) +y-T,(0,1,0) +2-T,(0,0,1) = -(1,2,2).

9

2 2
(¢) Nota-se que T (x,y,2) = (0,0,0) < rTheytle (1,2,2) = (0,0,0) & x + 2y + 2z = 0. Logo,
os vetores de ker(T,) sdo da forma (x,y,2) = (—2y — 2z,y,2) = y - (-2,1,0) + z - (-=2,0,1) e, como
{(-2,1,0),(-=2,0,1)} é L.I. (ja que se tratam de dois vetores ndo paralelos) tem-se que tais dois vetores
constituem uma base para ker(7T,). Além disso, nota-se que T, (z,y,2) é um vetor paralelo ao vetor
u=(1,2,2) e que Im(T,) & a reta [(1,2,2)]; logo, {(1,2,2)} é uma base para Im(T,).

7

2. Determine, se possivel, uma transformacao linear 7 : R* — R* tal que ker(T) = Im(T).

Solugao: Basta considerar, por exemplo, a transformagio linear definida por T'(z,y, z,w) = (z
pois, neste caso, teria-se que T'(x,y, z, w) = 2(1,0,0,0)+w(0, 1,0,0), ou seja, Im(7T")= [(1, 0, 0,0), (0, 1,0, 0)].
Além disso, (z,y,z,w) € ker(T) < T(z,y,z,w) = (0,0,0,0) < (z,w,0,0) = (0,0,0,0) & z = w = 0,
ou seja, os vetores de ker(T") sdo da forma (z,y,0,0) = 2(1,0,0,0) + y(0,1,0,0), ou seja, ker
[(1,0,0,0), (0,1,0,0)].

~
I

3. Seja S : Po(R) — P»(R) a transformacio linear tal que S(1) = 1+, S(t) =t +t2 e S(t?) = 1 +¢2.
Verifique se S é bijetiva.

Solugao: Nota-se, primeiramente, que para f(t) = a, -1 +a, -t +a, - t> € Py(R) vale que:
S(f(t) = S(a, + a,t +a,t?) = a, - S(1) +a, - S(t) +a, - S(t?)

=a,-(1+t)+a,-(t+t*)+a, (1417



= (a +a,) -1+ (a, +a,) - t+(a, +a,) - .
Portanto,
S(f(t) =0 (a +a,) 1+ (a, +a,) t+(a, +a,) *=0-14+0-¢+0-1?

a,+a,=0=a,=—a,=a,=0
&1Q ayta, =0=a,=-a,=a, =0 < ft)=0-14+0-t+0 1> = Ker(S) = {0}.
a, +a,=0= —-2a,=0=4a,=0

Logo, dim(ker(S)) = 0 e assim, S é injetiva; pelo Teorema da Imagem e do Nucleo conclui-se que
3 = dim(P,(R)) = dim(ker(S)) + dim(Im(S)) = 0+ dim(Im(S)).

Como Im(S) é subespaco vetorial de P,(R) entdo dim(Im)(S) < dim(P,(R)) e, portanto, deve ser Im(.S) =

P,(R), ou seja, S é sobrejetiva. Conclui-se, entdo, que S é bijetiva.

. Seja T : Maya(R) — May2(R) a transformagdo linear dada por
(@ b\ [ a+2c b+2d
c d ) 0 0 ’

a b > € Msx2(R). Determine o polindmio minimal de 7.

para toda ( e d

Solugao: Denotemos por B = {v,,v,,v,,v,} a base canonica de M, ,(R); tem-se entdo:

1 0] 10
T(vl):T_<O O>_2<0 O>:1-01+0-v2+0~v3+0~v4;
(0 1Y\] 0 1
T(vz)_T_<O 0 _—(0 0>—O-U1+1-v2+0-v3—|—0~v4,
[0 0] 2 0
T(v&‘):T_<1 O>_:<O O>:2-vl+0-vz+0~v3+0~v4;
[/ 0 0] 0 2
T(U4):T_<O 1>_:<0 0>:0'vl+2~v2+0~v3+0~v4;
e dai, segue que:
10 2 0
B 01 0 2
71, = 0 0 0O
0 0 0O

Para determinar o polinémio caracteristico de T' fazemos:

l1—« 0 2 0
plo) =det (1], —a-T) =det | ¢ % 0 2 l=(-aPel=(a-1)
0 0 0 —«a

Dado que o polindmio minimal tem exatamente as mesmas raizes do polinémio caracteristico e é aquele
de menor grau que anula a matriz de T', vemos que os candidatos a polinémio minimal sao:

¢,(a) = (a—Na;  ga)=(a-1)a; gla)=(a-1)a* e g(a)=(a—1)%"

Verifiquemos se ¢, é o polindémio procurado:



00 2 0 1020 000 0
oo o 2 0102| |0000
“lo o0 -1 0 0000| |0000

00 0 -1 000 0 000 0

De fato, ¢,(«) é o polinomio minimal de T. (Observe que os distintos mondmios na decomposi¢io em
fatores primos do polinémio minimal aparecem todos com poténcia 1, indicando que T' é diagonalizével.)

. Determine uma base de Msx2(R) formada por autovetores da transformagdo linear T, definida na questdo
4 acima.

Solugao: Sabe-se que os autovalores de T sao as raizes do polindémio caracteristico de T'; neste caso, a, =1
e a, = 0 sao os distintos autovalores de T'. Busquemos os autovetores associados a tais autovalores.

(I) Autovetores associados a «,

Denotando-se v = ( ZL Z ), deve-se ter:

_ a+2c b+2d\ a b R
T(v)—al-v@( 0 0 )—1~(C d)@c-O—d

@ b 10 0 1
soein) (o 0) e (50)

. . ~ S 1 1
ou seja, os autovetores de 1" associados a «, sdo combinacoes lineares dos vetores ( 0 8 ) e ( 8 0 ),

e estes dois vetores sdo L.I. (ja que sdo ndo-nulos e ndo-multiplos um do outro). Portanto, o autoespago
V., associado ao autovalor «, pode ser expresso na forma
1

10 01
o l(o o) (o)l
(IT) Autovetores associados a «,
B a+2c b+2d\ a b
T(v)a2ov<:>( 0 0 )0( d)
a+2c b+2d\ (0 0 a=—2c
‘:’< 0 0 >_<o o)‘l’{bz—m
o2 2N _ (20N, (0 2
B c d B 1 0 o 1 )’
-2 0 0 -2
w700 ) )]

Nota-se que os vetores geradores de Va2 sao nao paralelos e portanto, sao L.I., constituindo assim, uma
base para este autoespaco.

Neste caso, deve-se ter:

ou seja,

Finalmente, considerando que autovetores associados a autovalores distintos sao L.I., conclui-se que o

conjunto asl(E ) (o) () )

¢ L.I; como dim (M,,,(R)) = 4, segue que A ¢ uma base de M, ,(R) (formada por autovetores de T') e

2x2

100 0
4 01 0 0
T,=10 0 0 o

00 0 0



r+3y 3z+vy
2 7 52
R? e p(a) o polindmio caracteristico de T. Mostre que p anula a matriz [T] .

6. Sejam a transformagdo linear 7 : R? — R?, dada por T'(z,y) = (

), B a base canonica de

1
Solugdo: Dado que T(1,0)) = (5, g) e T((0,1)) = (2, 1), segue que

N W
DN | =

)

= Nlw
\—/

NI N

e, portanto, o polindmio caracteristico de T sera:
3
B — 3 1 9
p(a):det{[T] —a-I}:det =(z—a)f—-=a"—a—2.
B % —a 2

Dai, segue que:

NI= N

Nl N
[T (9
N———
|
[N
TN DW=

NI N

NI Njot
ot W

)



