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1. Determine todas as fungdes analiticas f(z) tais que Re(f(z2)) = =% cos y + 2(z% —y?). Expresse tais
funcoes na variavel z.

Solucgao: Seja f(z) = u(z,y) +iv(z,y), com z = x + iy; deve-se ter:

Uy = —€ 7 cos Y+ 4u = vy e Uy = —e * sen y — 4y = —vy;
logo,

v(z,y) = /vy dy = /[—e‘x cos y + 4x]dy = —e™ " sen y + dxy + o(x)

a —T —Xx /
—Uz = —p(—e7" sen y +day + () = — (7" sen y + 4y + ¢'(2))
= ¢'(x) =0= p(r) =ce€R (constante)
v(z,y) = —e * sen y + 4y + c.

Portanto,

f(2) =u(z,y) +iv(z,y) = e cos y + 2(z2 —y?) +i(—e~ " sen y + 4y + c)
=2(2® 4 2zyi — y?) + e %(cos y — i sen y) +ic = 222 + e~ * +ic, com ¢ € R.

2. Decida se sao convergentes as seguintes séries:

+o0 .n +oo \2n
141 (1—14)
— b P e
(3)7;271_’_1’ ( )1;(2+Z)3n+1
~ 1+ Zn 1+|i‘" 2 2 . .
Solugao: (a) Nota-se que 1 < Sigr S 797 < 3w, para todo n € Nj portanto, pelo critério da
comparacao tem-se:
n=0 m+10 n=0 2 n=0 2n
X14in

e esta ultima série é convergente (ja que se trata de uma série geométrica). Portanto, a série Z CT
=0

é absolutamente convergente, sendo, portanto, convergente.

(b) Pelo teste da razao tem-se que a série em questdo é convergente pois:

1—i)2n+2
T N e N B S L R QU LI
lim = lim o | T lim Sl —— = lim —==—F=<1L1
n—oo | ap n—o0o (2+i)13”+1 n—00 |2 + 7,| |1 — 7,| n—oo |2 + Z| 5\/5
M = 1 2 L .
3. Seja a fungédo f(2) = m Escolha um ponto z, onde f é analitica e para tal ponto, determine
2(z=1)(z—1

a série de Taylor de f em torno de z,, bem com o raio de convergéncia de tal série.

Solucao: Dado que f admite pélos simples em 2z; = 0, 22 = 1 e 23 = ¢, pode-se escolher qualquer z, € C
que seja diferente destes polos. Digamos que se eleja z, = 1 + ¢; entdo f é analitica em z, (pois é um
quociente de fungdes analiticas - e bem definidas - em tal ponto). Dai, usa-se o método das fragdes parciais
para se obter:



1 a b c a(z—1)(z—1) + bz(z — i) + cz(z — 1)

&= e~z o1 o d(z—1)(z—1)
_(a+b+0)2 = ((IL+i)atib+c)z—a
o 2(z=1)(z —1) ’

e portanto, deve-se ter:

atbtec=0=c=—-a—-b=1-b=c=1-11=1
(I+d)a+ib+e=0=—(1+i)+ib+(1-b)=0=b= - Hflg = L

i—1 (—i—1
—a=1=a=-1;

Logo,
-1 1—1 1 142 1
O =—+=5 5t o
Mas,
1 1 1 1
T7 . z— ; N 14 (1t
z z— 1+ + (147 1+i 71— (= 1(+i))
+oo +o0
1 (=n" , (—1)ntt ‘
= — — (1 n _ —(1 n
T 2 e O S 2 e G 0 )
para |2 = (1+)] < |1+ = V2,
1—1 1 1—2 1 1—2 1

2 z-1 2 ite—(l+0) 2 q_(—z=04

1—i X /-1\" s 1R o 1= R .
e I o B O R O M O R A

n=0 n=0

para |z — (1 +14)| < [i|]=1e

1414 1 1+ 1 14 1
2 z2—i 2 l+z—(1+i) 2 1-—(—(z—(Q1+1))
. +oo
1474 . .
= Z(—l)"(z—(l—&—z))"7 ( * %) para |z — (1 +1i)| < 1.
n=0

Portanto, usando-se (x), (x%) e (* % %) obtem-se que:

X[ (! —i i
0= [+ e e - a iy

n=0

para |z — (1 +14)| < 1.

1
z2(z—=1)(z—1)
Solugao: Nota-se inicialmente, que a regido em questdo trata-se da intersecao das regides 1 < |z — i

(exterior do disco de centro i e raio 1) e |z —i| < v/2 (interior do disco de centro i e raio v/2); logo, deve-se
fazer:

. Dada f(z) = , determine sua série de Laurent na regido 1 < |z —i| < v/2.

1 1 Ja b1 1 Jaz—1)+bz] 1 [(a+bz—a
2z—-1D(z—14) z—i|lz z—-1] z—i 2(z—1) Cz—i| 2(z-1) |’
e portanto, deve-se ter a = —1 e b = 1, ou seja,

z(zfll)(zfi) :zii [_iJrzlJ‘



Dai, segue que:
1 I | | i" —i \" X (~1)thin »
2 z—i4i z—i 1-(-2%) z—i‘t\z—-i) — (2 —i)"t1

para |z —i| > |i] = 1. Além disso,

+oo n
1 _ 1 — 1 1 : :Z (_1) (z—=0)", (%)

z—1 i—-1—(—(2—14) i-1 1_(_1?:11) n:O(Z_l)n

para |z —i| < |i — 1| = v/2. Dai, por (x) e (x*) obtem-se que:
BRI B G Ve < o VPO B N G D o R Sl o S LSO
f(Z)_z—i {Z:(Z_Z')nJrl +;(i—1)”(z i) _;(z—i)”“—'_g(i—l)n(z )"

para 1 < |z —i]\/2.

o
2z =1)(z =)’

Solugao: Usando-se fragoes parciais, tem-se que:

z(z—ll)(z—i) - % [zil o z] :i {a(igj)lij(jsl)] :i {(G(J;b—)zl)_(z(cf;b)

Para tanto, deve-se ter:

. Dada f(z) =

use sua série de Laurent para determinar o residuo de f em z, = 0.

f(z) =

aitb=-1=a(i—-1)=-1=a=—2 =1 .20 o 4=11

K2

{ a+b=0=b=—-a=b=—1H

ou seja,
1 1+i 1 11+ 1 144 1
2 2 z—i] z| 2 z-1 2 1-2
+o00 . +00 . too
1 1+z 1, 1+1 no1 141 1
| Z ZZTLZ -~y ZZ + 2 'Zin-ﬂz
_ n=0 n=0 n=0
3 X . +oo . +oo
1+¢ 1+2\1 143 no1  L1+1 1
_(_ 2 9 Z>Z_ 2 Zz + D) 'Zin—&-lz
n=1 n=1
. +oo . +oo
L 1 1414 no1 L1+ L.
(—z)-;— . ;z +?.;in+lz ,  para0<|z| <1.

Portanto, Res__, f(z) = —i.

. Seja a funcdo f(z) = Calcule / f(2)dz onde T" é a curva (orientada no sentido anti-
r

22(z — 1)2(z2 —1)’
horario) dada por:

(@) 2+ 1] = 2; (b) o -2/ =

Solugao: (a) Nota-se que dos poélos de f, apenas os polos 0 (pélo de ordem 2) e i (pélo de ordem 1)
encontram-se no interior da regiao limitada pela curva I' em questao. Portanto, pode-se calcular a integral
desejada utilizando-se os residuos de f em tais pontos.

w\w

Res._, f(z) = lim — [ZZf( )] =1 d

TR I

2(,z—z')] 20 (z = 1)*(z —1i)?



l—>0|: (z—1)3(z —14)2 :| 1424
Res..f(2) = lm[(= =) f(2)] = lim [z2(zl— 1)2] (—1)1—%) -3

Conclui-se que:

/ f(z)dz=2mi(Res,_,f(z) + Res__, f(z)) =2mi (1 +2i — ;) _ 92 ‘;3i — r(—3 4 20).
r

(b) Neste caso, a curva em questdo ¢ a circunferéncia de centro 2 e raio % e portanto, z = 1 é o tnico poélo
de f que encontra-se no interior da regiao limitada por I'; como

Res._. f(2) = lim di (2 = 1)f(2)] = lim L {22(1} ~ lim {—

z—1 dt z—1 dt

[ 2z—i)+2 20 —i)+1  3-2 —2—3
= lim |— . =_ : - _ i ’
z—1 23(z —1)? (1—14)? —2i 2
segue que
) (=2 — 3i) . , ,
f(z)dz=2mi-Res__, f(z) = QWZf =mi(—2—3i) =7n(3 — 2i).
r
. Seja a fungao f : [-m, 7] — R a fungdo dada por f(z) =1, se x € [-7,0) e f(x) = —1, se z € [0,7].

Determine a série de Fourier de f no intervalo [—, .

Solugao: Dado que f é uma funcdo impar, entdo sua série de Fourier é uma série de senos (ou seja, os
coeficientes an sdo todos nulos). Dai, segue-se que:

1 (7 2 (7 2 (7 2 T 2
b, = — f(x) sen nxdx:f/ f(z) sen nxdx:ff/ sen nz dr = = > =—[(-1)" —-1],
T J_x T Jo T Jo T n |, nm
e portanto,
2 2 4
bor = — [(-1)* —1] =0 bop—1 = ———— [(—1)21 - 1] = —
ok = g (DT =1 ¢ 21 2k — 1)n (=D ) 2k — 1)’
para k=1,2,---.
Logo, a série de Fourier no intervalo [—, 7] sera:
00 +oo 4
; bor—_1 sen ((2k — 1)x) = — kz::l I ((2k — 1)z).

. Seja f : [0,71] — R a funcdo dada por f(x) = x, para todo = € [0,7]. Determine a série de Fourier de
fp, a extensdo par de f, no intervalo [—,7].

Solugao: Nota-se que deve ser f,(z) = —z, para © € [—7,0], e sendo f, uma func¢do par, sua série de
Fourier serd uma série de cossenos. Sendo assim, deve-se ter:

1 /™ 2 [T 2 [T 222" 2 x2
w1 [ nwa=2 [ iwa=2 | vir=2%| =2 5=
1 [" 2 [T 2 (7
ap = — fp(x) cos nzde = — f(x) cos nxde = — T cos nx dr
T J_x ™ Jo ™ Jo



sen nx

(fazendo u = = du = dx e dv = cos nxdx = v =
T T 2

7/ sennxdx}
0 0 n s

[(—I)Qk — 1} =0 e agp—1=

2 sen nx
T

™ n

Dai, segue que:
2
Qo = 5
2k

para k =1,2,---. Logo, a série de Fourier sera:

5 + ;agk 1 cos(2k — 1)x =

[
0
2 _— 4
(2k —1)%7 [ 1 (2k — 1)
4 +o0
- Z o= g cos(2k — 1)



