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1. Determinar, se possivel, uma transformagéo linear T : P,(R) — P,(R) ndo-nula tal que ker(T) # {0} e
ker(T)® Im(T) = P,(R).

Solugao: Para definir uma tal transformacao linear é necessario determinar dois subespagos vetoriais nao
triviais de P,(R) cuja soma direta seja justamente P,(R). Por simplicidade de construcdo, consideremos,
por exemplo, os subespagos [1] e [t,#%]. Mostremos inicialmente, que [1] N [¢,t?] = {0}; seja f(t) €
[1] N [t,t?]. Entdo, deve-se ter:

fen e fHett’)] & fO)=a,-1 e f)=a, -t+a, t* & a,-l=a, t+a,- -t
& o l—a,t—a, =0 & a=a,=a,=0 < f(t)=0.

Além disso, [1] @ [t, %] = P,(R) pois dado qualquer f(t) € P,(R) existem escalares (tinicos) «,, a,,a, € R
tais que f(t) =a, -1+, -t +a, - t2

Podemos considerar, por exemplo, ker(T) = [1] e Im(T) = [t,t?] (ou o contrario). Com essa escolha,
podemos definir:

T(1)=0, TEt)=t, THE)=*=>T(ft)=T(a, - 1+a, -t+a,-t?)
=a,-T(1) + o, - Tt) + a, Tt =a, -t + a, - t*

2. Seja T : R* — R* a transformacdo linear dada por T'(z,y,z,w) = (22,22 — y, 2z, 2w — z), para todo
x,y,z,w) € R

a) Verificar se T ¢é bijetiva; (10 pontos)

(
(
(b) Determinar os autovalores de T'; (10 pontos)
(c) Determinar os autovetores de 7'; (10 pontos)
(

d) Determinar o polinémio minimal de T (10 pontos)

Solucgao: (a) Se (z,y, z,w) € ker(t) entdo
T(z,y,z,w) =(0,0,0,0) & (22,22 —y, z,2w — z) = (0,0,0,0)

20 =0=2=0
22—y=0=y=0
z=0
2w—z=0=>w=0

Portanto, ker(T") = {(0,0,0,0), e dai, conclui-se que T & injetiva; logo, a dimenséo de Im(T") é a mesma do
dominio de T (que também é a mesma do contra-dominio), ou seja, Im(7T') coincide com o contra-dominio
(T é sobrejetiva). Portanto, T é bijetiva.

(b) Denotando-se por B a base canonica do R*, tem-se que:

T(1,0,0,0) = (2,0,0,0) 2 0 00
T(0,1,0,0) = (0,—1,0,0) [T]B o -1 20
7(0,0,1,0) = (0,2,1,—1) 5 o o 10
7(0,0,0,1) = (0,0,0,2) 0 0 -1 2



Denotando-se o polindémio caracteristico de T por p(«) e a matriz identidade de ordem 4 por I,, deve-se
ter:

2—« 0 0 0
B 0 —-1—-« 2 0
p(a)—det([T]B —a-[d) —det | 0L o
0 0 -1 2 —«

- —1—« 2 0

=2—-a) (1) det 0 -« 0

0 -1 2—«

=2-a) [(-1-a)1-a)2-a)]=(a-27*(a-1)(a+1)

Como os autovalores de 1" sao as raizes do polindmio caracteristico, conclui-se que o, = 2, o, = 1 e

o, = —1 sdo os autovalores de T'.

(c) Os autovetores v = (x,y, z,w) de T associados a a, = 2 satisfazem T'(v) = 2 - v; logo, deve-se ter:

2x = 2x
2z—y:2y:>y:§z:>y:0
z2=22=2=0

2w — 2z =2w = 2w = 2w

< v =(x,0,0,w) =2-(1,0,0,0) +w-(0,0,0,1),

Tw)=2-ve (22,22 —y, 2,2w — 2) = (22, 2y, 22, 2w) <

e portanto, Val =1[(1,0,0,0), (0,0,0,1)] & o autoespago associado ao autovalor o, = 2.

Para o autovalor o, = 1 deve-se ter:

2e=rz=x=0
22—y=y=>y==2
z=z
w—z=w=>w=2z

Tw)=1-ve (22,22 —y,2,2w — 2) = (x,y, 2,w) &

®U = (O7Z7Z7Z) =z (0’17171)7
e portanto, V, == [(0,1,1,1)] é o autoespago associado ao autovalor a, = 1.

Para o autovalor a, = —1 deve-se ter:

20 =—x=>2x=0
22—y=—y=2=0
z=—2=>2=0
2w—z=—-—w=w=0~0

T(’l)) = (71) A (2’13,22 - y,z,?w - Z) = (71‘3 -Y, =% 771)) And

U= (07y70a0) =Y- (0717070)a
e portanto, Vag =[(0,1,0,0)] é o autoespago associado ao autovalor o, = —1.
(d) Dado que o polindmio minimal de T' deve ser monico (ou seja, o coeficiente do termo de maior grau é
igual a 1), deve dividir o polinémio caracteristico, deve ter as mesmas raizes do polinémio caracteristico

e deve ser o polindmio de menor grau que anula a matriz de T, conclui-se que os possiveis candidatos a
polinémio minimal de T sao:

m, (@) = (o = 2)(a = 1)(a+1) e m,(a) = p(a).

Entdo, resta verificar se m, () anula a matriz de T

m, (171,) = (171, —2-1,) - (1), - 1.) - (170, + 1))



0 0 0 0 1 0 0 0 3 0 0 0
10 =3 2 0 0 -2 2 0 0 0 2 0
|10 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 2 0
0 0 -1 0 0 0 -1 1 00 -1 3

0 0 0 0 3 0 0 0 0 0 0O

o6 -6 0 00 20| 0000

{00 0 0 0 0 2 0 1000 0]
0 0 0 0 0 0 1 3 0 0 0O
e dai, conclui-se que m, (a) é o polindmio minimal de 7'
3. Seja o produto interno (f, g) / f(z x) dz, para todos f,g € C[—m, 7).

(a) Calcular proj_f, sendo f(z) =z e g(x) = sen z;
(b) Calcular o angulo « entre f(x) =z e g(z) = sen x;

(c) Obter uma base ortonormal para o subespaco [1,z, sen z].

Solugao: (a) Tem-se que:

(f,g) = (x, sen z) = /:x senxdxzi{x~(—cos 33)7r —/(— cos m)daz}

1
T
1 i '
=—< 21+ cos xdx p = 27 + sen x =2;
T . .

1 e 1M1
(9,9) = ( sen z, sen m)zf/ sen x - sen xdx:f/ sengxdx:f/ - — —cos 2z| dx
T T ) 2 2

-7 -7

3=

1/ 1 1 |
=— [ [1- cos2zx]de ==— |z —=sen2z| =_— 2r=
2 J 27 2 B 27
Logo,
2
proj f = (/.9) g = —-senz = 2sen T.
‘ (9.9) 1

(b) Tem-se que:

SN I = V£ 1)

™

<f’f>:<xvm>=71r/x2dx:1.9§

— -

Sendo assim, segue-se que:

a:arccos<<f’g>>:arccos —_— — arc cos 27\/3 .
IT-Is] o 2

SIS

(¢) Tem-se que:




(x, sen z) = 2.

Vé-se entdo que x / sen x; sejam v/ = 1, v) = sen x e v, = z, e aplica-se 0 método de Gram-Schmidt ao
conjunto {v/, v/, v} para construir a base desejada.

17 727
Dado que
n x
1 1
WP = () = 7 [ Pdo= o] =21l = V2
1 1
define-se v, = — v/ = —.
oyl ot v2
1
Por sua vez, v, L v/ e |v| = 1; define-se v, = T -V, = sen .
v
2
. 12 - / /! . / : /. .
Seja w = v, — Proj, v, = v, = Proj, v, — proj, vg; segue que:
, (v}, v,) 0
1771
v,v sen
proj)v;:<37 2>'v2:<x’ x>~senx:2senx.
"2 (v,,0,) 1

— : /o H ! _
= w =, proj, v, —Pproj, vy, =z 2 sen .

Dai, tem-se que:

(w,w) = (xr — 2 sen z,x — 2 sen x) = (x,x) — 4 (z, sen x) + 4 ( sen z, sen x)

272 22 2(m% - 6)
= — 4.2 441 =" oy =22 7
3 * 3 3

2(n? - 6)
=[] =

Finalmente, define-se

1 V3

w=———(2 — 2 sen x)

v, = — -
Jw] 2(m2 — 6)

3

e entdo, tem-se que {v,,v,,v,} é a base ortonormal procurada.



