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. Considere em Msx2(R) o produto interno dado por

b, b,
<|: n iz :|7 |: bll ' :|>:a11 'b11 +a12'b12 +ay, 'b21+a22'b22'

a21 a’22 21 22
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(a) Determine a medida do angulo entre A e B;
(b) Determine C, D € May2(R) tais que A=C+ D, C//BeD L B.

Solugao: (a) Denotando-se por v a medida do angulo entre A e B, tem-se que:

os <A,B>
C o= ——.
1Al - B

<AB>=1-0+0-(-1)+1-(-1)+1-2=1;
JAP =< A, A>=12 402412412 =3 = |4| =3 ;
|BI> =< B,B>=0"+ (=1)>+ (1> +2° =6 = |B| = V6 ;

segue que:
1

3v2'
(b) Sabe-se que o vetor proj, A é paralelo a B e o vetor A — proj, A é ortogonal a B; basta entdo definir
C =proj,Ae D =A—proj, A. Dai, segue que:

, <A B> 1[0 -1 0 —5
C—p'f'O]BA—<B7B>B—6|:_1 2:|—[_ % 5

1

. 10 0 —35
D:A—progBA:[l 1]—l1 11:[

6 3

COS @ =

. Considere o produto interno e A, B € My42(R) dadas na questdo acima e seja W = [A, B] C Msy2(R).
Determine uma base de W+.

Solugao: Tem-se que M € W se, e somentese, M 1. Ae M | B,ouseja, < M,A>=0e< M,B >=0.

Denotando-se M = [i fl } , deve-se ter:

<MA>=0<a-14b-0+c-1+d-1=0a+c+d=0&a=—-c—d

<M,B>=0=a-0+b-(=1)4c-(=1)+d-2=0<b=—c+2d.

Logo, deve-se ter que:

C[—e—d —e+2d] [-1 -1 ~-1 2
C P B I R |

Portanto, B = { [_1 -1 ] , [_1 2 } } ¢ uma base de W+ (j& que estas duas matrizes geram W+ e séo
L.1).



3. Considere em R? o produto interno definido por {(z,,x,), (y,,¥,)) = 3z,y, + 2z,y, e seja v = (1,2).
Escolha uma base ortonormal B = {v,,v,} de R? e mostre que

Jv)? = <v7vl>2 + <v7vz>2.
Solucgao: Nota-se que a base candnica de R? é ortogonal em relacdo ao produto interno dado pois
((1,0),(0,1)) = 3:1-04+2-0-1=0;
além disso, tem-se que:
[(1,0)]* = {(1,0), (1,0))

[0, D = {(0,1),(0,1)) = 3:0-04+2-1-1=2=|(1,0)] = V2
Portanto, utilizando-se os seus respectivos vetores versores obtem-se uma base ortonormal de R?; mais

1 1
—,0),(0, —=) » = {v1,v2} é base ortonormal de R2.
5000950} = {12}

3.1-14+2-0-0=3=|(1,0)] = V3;

precisamente, B = {(

Dali, segue que:

<1),'Ul>2 = <(1a2)7(%;0)>2: (31%4»220)2:3’

2 1 \2 1 .5
v, v = 172?077 :310—’—227 :87
(v.12)" = ((1.2).(0. )" = Vo)
verifica-se assim, que |v|? = <v,v1>2 + <v71}2>2.
. U x—z z—=
4. Sejam T : R® — R3 a transformacao linear dada por T(x,vy, 2) = (——, v, - ), para todo (z,y, z) €

R3 e o plano 7 : z + z = 0. Mostre que para v = (,y, z) tem-se que T'(v) = proj ,v.

Solugado: Nota-se que v = (x,y,z) € 7 se, e somente se, v = (z,y,—z) = (z,0,—x) + (0,
x(1,0,-1) + y(0,1,0), ou seja, 7 = [(1,0,—1),(0,1,0)]. Além disso, vé-se que C = {(1,0, —1), (0,
uma base ortogonal de R3 e assim, proj,v = Proj, o 1)V +Droj,, ,v; portanto, tem-se que:

y,0) =
1,0)} 6

projzv = proj(l,o,,l)(x,y,z) + pTOj(O’LO)(x,y,Z)

<(x,y,z),(1,0,—1)> <($,y,2’),(0,1,0)>
((1,0,-1),(1,0,-1)) ((0,1,0),(0,1,0))

= (T7O’T)+(O’ya0) = ( 9 'Y 9 ) = T(xay7'z)'

(13 07 71) +

(0,1,0)

5. Para a transformagao linear 7' da questao acima mostre que
(a) ker(T) = 7+;
(b) Im(T") = .

Solugao: (a) Tem-se que v = (z,vy,2) € T+ se, e somente se, <(w,y, z), (1,0, —1)> =0,ouseja, x—z=0
e <(:1c7y,z)7(0,1,0)> = 0, ou seja, y = 0; portanto, v = (z,y,2) € 7' se, e somente se, v = (z,0,) =
z(1,0,1), ou seja, 7+ = [(1,0,1)].

Dai, para v = (z,0,7) € 7+ tem-se que T(z,0,7) = (~——,0,~—~) = (0,0,0), ou seja, v € ker(T) e

assim, conclui-se que 7+ C ker(T).



Por outro lado, se v = (z,vy, 2) € ker(T') entao

rT—z zZ—
2 7y5 2
€L

e dai, se v = (z,v, 2) € ker(T) entdo v € 7+, ou seja, ker(T') C 7*. Portanto, conclui-se que ker(T) = 7.

T(z,y,2) = (0,0,0) & (

)=1(0,0,0) =2 e y=0&v=(z,0,x),

(b) Por definigdo, a proje¢do ortogonal de v sobre 7 resulta num vetor que pertence a 7 (j4 que proj,v =
a,(1,0,-1) + ,(0,1,0)); dai, se w € Im(T) entdo existe algum v € R? tal que T'(v) = w, ou seja,
w = proj,v € 7 e portanto, Im(7T) C 7.

Por outro lado, se w € 7 entdo w = proj,w = T(w), ou seja, w € Im(T'), e portanto, 7 C Im(T). Logo,
Im(T) = 7.

. Considere em P, (R) o produto interno dado por {f,g) = / f(t) - g(t)dt. Mostre que, se f(t) =1—te
0

g(t) =1+t entdo
2(I£17 +1g1?) = I.f +gI* +1.f = gl

Solugao: Tem-se que:

1 1

1= (5.0) = [ Pwa= [a-02a=--za-0

0

b

1 1

||9”2 = <g,g> /OgQ(t)dt /(1+t)2 dt = % (1+t)3

0

1 7
— 28 —1]= < -
SB-1=1

0

1 1 1

||f+g|\2=<f+g,f+g>=/(f+g)2(t)dt:/22dt:4t —4
0 0 0

1 1 1
If—g|2=<f—g,f—g>:/O(f—g)Q(t)dtz/o(zt)thzgt?’ozg _

Verifica-se assim que

1 7 16 4
2P+ 1) = 2(3+3) =5 ¢ WHdPHIf-al = asg =



