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1. Determine, se possivel, uma funcio anaitica f(z) tal que Re(f(z)) = 2® — 32y® + ¥ cos z e f(0) = 2i.
Expresse f na variavel z.

Solugao: Seja f(z) = u(x,y) +iv(x,y) a fungdo procurada; entdo as partes real e imaginaria de f devem
satisfazer as equagoes de Cauchy-Riemann: uy(x,y) = vy(z,y) e uy(z,y) = —vy(z,y) e assim, deve-se ter:

ug(z,y) = 32° — 3y* — eV sen v = vy(z,y) & v(z,y) = /[3x2 — 3y? — ¥ sen x| dy + p(z)

& w(z,y) =32y — y® — e¥ sen x + o(x)
Por outro lado, tem-se que:
uy (2, y) = —6zy + €Y cos v = —vy(x,y) = —6xy + €¥ cos v — ¢'(x)
& d@)=0 & o(@)=M(ER)
de onde se conclui que v(z,y) = 322y — y> — ¥ sen x + M e portanto,
f(2) = [2® — 3zy® + €Y cos ] +i[32%y — y® — e sen x + M]
= [2% 4 322y + 3%y + %y + €Y - e T 4 iM = (z +iy)® + e T 4 iM = 25 4 e 4 iM.

Logo, f(0) = 2i se, e somente se, 1 + iM = 24, ou seja, se, e somente se, M = 2 + 1.

z+1

2. Dada a funcgao f(z) = gy r e v

, determine sua série de Taylorem z, = 2+ e o raio de convergéncia

de tal série.
Solugao: Utilizando-se o Método das Fragoes Parciais obtem-se que:

= z+1 B z+1 o a b alz—i)+b(z—1) (a+b)z—ia—1Db
f()722—(1+z')z+i*(z—i)(z—l)*z—1+z—z‘* (z—i)(z—1)  (z—i)(z—1)

atb=1=b=1-a=b=1—(14+1i)=—i
2
T Y “ia-b=1= da-(1-a)=1=1—-ia=2=a=— =1+i

1—1
141 1 .
Portanto, f(z) = - - e assim, segue que:
z—1 z—1
. . . —+oo
1+ 1+ 1+ 1 (=™ )
() = - = - (24 :Z (2= (2+9)",
z—1 z—=0Q24)+1+7 141 1_(_$) = (1+i)n
para %ﬁ'z) < 1, ou seja, para |z — (2 +14)| < |1 +i| = V2.

) 1 ; +oo .
— — — 1 (=)™t .
II - _ ¢ L g
(D p=i z-(2+i)+2 2 1 (-~ > i (#=(24D)",

n=0

para # < 1, ou seja, para |z — (2 4+ i)| < 2. Conclui-se de (I) e (IT) que
+o0o +o0 . +00 .
(_1)71 \\ 71 (_1)n+1 \\ 71 1 n S\ \n
f(z) = nz:% (T (z—(2+1)) +n§ o Lz (2449)) :7;) {(Hi)n _ 2;“] (=1)"(z—(2+1))

para |z — (2+14)| < V2.



sen 7z
3. Calcule / Gt dz, onde I' & a curva |z — i| = 3, orientada no sentido anti-horario.
r

Solugao: Observa-se que a curva I' é a circunferéncia (curva suave, simples e fechada) com centro em i e

raio 3, e portanto, o ponto z, = —1 esta no interior da regiao limitada por I'.
Por sua vez, vé-se que a fungao g(z) = sen mz é analitica sobre I" e no interior da regido limitada por T'.
Além disso, tem-se que ¢'(z) = 7 cos 7wz, ¢"(2) = —n% sen 7z e ¢’ (2) = —7> cos 7z.

Portanto, aplicando-se a Formula Integral de Cauchy para Derivadas conclui-se que:

sen mz 2, m 3 i
2T gy =200 1) =—. =
/F(z+1)4 =D=M =

z+1
(z—i)(z—1)

. Dada a fungéo f(z) = , use a série de Laurent pertinente para determinar o residuo de f no

polo z, = 1.
Solugao: Deve-se determinar a série de Laurent de f na regido [D(i; R) — {i}], para algum raio R > 0
(a ser determinado).

1 z+4+1
z—1 z—1

1
Nota-se que f(z) = , sendo que - & sua propria série de Laurent na regido 0 < |z—i| < +oo,
z—1

e que é analitica em algum disco D(i; R) (e assim, sua série de Laurent seré sua série de Taylor em

tal disco). Dai, segue que:

z2+1  z2—-1+2 2 14 2 14 2 1
z—1 z—=1 7 z—-1 (z—i)+(@—1)  i—-1 1— (-2

+oo _1\n +oo _1\n
S Z(( 2 (z—i)”:1+i21+z(i2<S?Hl(z—i)”

n=1

i+1 <X 2(-1)m N T .
i_1+;(i£1)zz+1(zw ZJF;(Z-EULH(ZZ%

z—lz‘ < 1, ou seja, para |z —i| < v/2.

para

Portanto, na regido 0 < |z — i| < v/2 (ou seja, em [D(i;+/2) — {i}]) tem-se que:

1 z+1 1

£(2) F -
z) = = o —— (2 —1
z—i z—1 z—i = (i — 1)t
. —+o0
_ i 2(-1)" A1
_z—i+n2=:1(i—1)"+1(z )"
Dado que o residuo de f em 2, =% é o coeficiente b, na série
00 b 00
n “\ T
PDRSLESES SUREY
n=1 n=0

valida em [D(i;v/2) — {i}], conclui-se que Res_, f(z) = —i.



5. Seja f : [—m, 7] — R a funcdo dada por f(z) = 2?2, para todo = € [—7, 7]. Determine sua série de Fourier
no intervalo [—, 7).

Solugao: Nota-se que f(—z) = (—x)? = 2%, para todo = € [—7, 7], ou seja, f é uma fungdo par; logo,

sua série de Fourier é uma série de cossenos (ou seja, os coeficientes b, sdo todos nulos). Calculando-se
os coeficientes a_, tem-se que:

n?

) T2 . 2,

2
/f /x de = — 23| =—=m3=27%
3T )
x P
—/xsennxdac]
n 0

2 [ 2 2 2
:*/ f(z) cos n:vda::f/x2 cos nxdr = — [x sen nx
i 0 i i n

0

4 o 4 1 4=
Z[xcosnx —7/ cosmcdac}zQ[[w(—l)"—O]—senmc ]: (2)7
nw | n . Ny n2m n . n
paran =1,2,---.

Portanto, o desenvolvimento em série de Fourier de f no intervalo [—, 7| sera:

COsS N .

+o0 9 too
flx) = %) +;ancosn:v = % +4nz_:1(

6. (a) Utilize a série de Fourier obtida na questao acima para calcular a soma da série
1 1 1 1

14— =4 =
I R T A
Solugao: Dado que f(0) = 0, segue que:
+oo n+1 +o0 n+1
(-1) T2 (1) ™2
0=f(0)= = +4 1 =4 = 2 = -
/() + Z n2 nZ::l n? 3 nz::l n? 127
ou seja,
1— 1 + 1 i + i — 4 — 12
49 16 o127

(b) Utilize a série de Fourier obtida na questao acima e a Identidade de Parseval

a2 +oo
2 _ % 2 2
7P =5+ X (e +00)
400
para calcular a soma da série Z —
n=1
Solugao: Utilizando-se a série de Fourier de f da questao 5, vé-se que:
2 4(-1)"
aozng, a, = (nQ) e b,=0, paran=12---.
Por sua vez, tem-se que:
" 2 ot
2 5
de = — — .
1% = /f =2 [ettr= g0t =%
Portanto, utilizando-se a Identidade de Parseval conlui-se que:
ot 4 X116 11, X1 X1 oqa
+nz::1n4 G-g)m nz_:ln4 ;rﬁ 90



7. Determine uma funcio u : [0,4] x [0, +00) — R de classe C? tal que:

u,, (x,t) —u,, (z,t) =0, para todo (z,t) € [0,4] x [0, 4+00);
u(0,t) = 0 =u(4,t), para todo t € [0, +00);
u(x,0) =0, wu,(x,0)=2z,  paratodo z € [0,4]

Solugao: Sabe-se que uma solugao de tal equagao é da forma

oo
t t
t) = Z sen %[A cos % + B, sen %]
pois, neste caso, tem-se que u(0,t) = 0 = u(4,t) para todo t € [0, +00); além disso, deve-se ter

Z nmx. = 0, para todo z € [0,4],

e assim, deve ser A = 0, para todo n, ou seja,

T nmt
t) = —B —
u(zx,t) ngzl sen ——B, sen —
Dali, segue que:
= nTr _ nmw nmt
t) = —B — —
u, (z,1) ng:l sen ——B,— 1
Logo,
u,(x,0) =z, Vz €[0,4] EOO n g n——x vV € [0,4], (%)
t — 4 4 )

ou seja, os coeficientes B, devem ser escolhidos de modo que a série em (x) seja a série de Fourier da
extensdo impar g, (z) da func¢do g(x) = x ao intervalo [—4, 4]; mais precisamente, deve-se ter:

I 2 [ I
Bn%:z/%gl(x) sen nllﬂdxzz/og(x) sen nllﬂdxzi/oxsen %dw

1 4z nrz|* 4 /4 nwx
=—-|——cos —| +— [ cos —dz
2 nmw 4 nm o 4
1|16(—1)"" o 4 2 son T Hoog(=ntt
= — —_— Se: =
2 nmw nmw 4 . nmw
2(—1 n+1
= B = 32(-1) , paran=12
" (nm)?
Obtem-se que:
(1) 32 X (=)™ e nt
u(z = — sen —— sen ——
’ w2 — n? 4 4



