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1. Seja z. a raiz da equagao 2% = 81 tal que 7/2 < arg(z) < m. Calcule 22 e localize 22 no plano complexo.

Solugao: Considera-se inicialmente, a forma polar de z e 84, ou seja, z = re'®, com r = |z| > 0 e a =
arg(z), com «a € [0,27) e 8i = 8¢'™/2; dai, deve-se ter:

’]":2 T:2
3 _ Qs 3 i3a _ g im/2
z 81 < roe 8e <z>{3a72r+2n7r, paran:O,l,2 @{a:g+2§ﬂ, paranzo’l,Q
T 27 s i5 . L. . ~
Nota-se que para n = 1 obtem-se @ = 5 + 3 = & e, portanto, z, = 2e's é a Unica raiza da equagao

que se encontra no segundo quadrante. Dai, segue que:

22 =(26%)2 = 4%

*

Portanto, para localizar 22 no plano complexo basta notar que tal nimero é a intersecao da circunferéncia

)
|z| =4 com a semi-reta arg(z) = ?ﬂ- =27 — g
i - x3 . Yy .
2. Seja a fungdo f : C — C dada por f(z) = ,para z =z +iy # 0 e f(0) = 1.
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Determine o conjunto dos pontos onde f é continua.
Solugao: Para z = z+1iy # 0, nota-se que as partes real e imaginaria de f(z) sdo dadas por quocientes de
fungoes bem-definidas e continuas; portanto, conclui-se que f é continua em todo z # 0; resta, portanto,
analisar a continuidade de f em z = 0. Para tanto, é suficiente verificar se as partes real e imaginéria sao

continuas em (0,0). Pode-se observar que a parte imaginaria de f, a funcao v(z,y) = % nao é
e +y

Y )

continua em (0,0) pois para pontos da forma (0,y) vé-se que v(0,y) = i ﬂ e
Y Y
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ou seja, nao existe liI%U(O, y); portanto, v(x,y) ndo é continua em (0, 0) e isto implica que f nado é continua
Yy—r

em z = 0. Portanto, f ¢ continua em C\0.

3. Seja a fungdo f : C — C dada por f(z) = 23, para todo z € C. Calcule f'(2), utilizando a defini¢do de
derivada.

Solugao: Por definicao, tem-se que
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[32% + 32Az + (Az)?] = 322



4. Determine todas as fungdes analiticas f : C — C tais que Im[f(z)] = day — e ¥ sen &, com z =z + i y.
Expresse f na variavel z.

Solugao: Admita que f(z) = u(z,y) + iv(z,y), para z = . + iy (ou seja, v(z,y) = 4oy — e~ Y sen x).
Sendo f analitica, tem-se que as equagoes de Cauchy-Riemann sao satisfeitas; logo, deve-se ter:

(a) ug(z,y) =4z +e Ysenz =uvy(z,y)

(b) uy(z,y) =—(4y —e Y cosx) = —vz(z,y)

Por (a), segue que:
Ug(z,y) =4dx +e ¥ senz = u(x,y) = /[4x + e Ysenx|dr + o(y) = 22° — e Y cosz + p(y)

= uy(x,y) =e Yeosz+ ¢'(x) = -4y + e Y cosx = —vy(x,y) (por (b))
= o/ (y) = -4y =o(y) = —2y>+M (M €R const.)
= u(z,y) =222 —2y* —e Vcosx + M
Portanto, deve-se ter:
f(2) =u(z,y) +iv(z,y) = (22% —2y® — e Ycosxz + M) +i(4xy — e ¥ senx)

= (222 + dizy — 20> + M) — e Y]cosx +isena] =2(x +iy)? —e V- ' + M = 22% — e + M.

5. Seja f(z) = Re(z), para todo z € C. Calcule /f(z) dz sendo:
r
(a) T o segmento de reta com ponto inicial em ¢ e ponto final em 1;

(b)T={z€C:|z] =2¢e0 < arg(z) <7}, orientada no sentido anti-horario.

Solugao: (a) Sabe-se que a equagao do segmento com ponto inicial em A e ponto final em B é da forma
(1—-t)A+tB, com t € [0,1]; logo, tem-se que:

Frt)=1—-t)i+t-1=T'(t)=1—1.
Dali, segue que:

t2

/f(z)dz:/o f(F(t))T’(t)dt:/O f((l—t)i+t~1)-(1—i)dt:(l—i)/o tdt = (1—1i) 1=

o=
210 2
(b) Nota-se que a curva I' é a semi-circunferéncia de centro em z, = 0, com raio 2 que se encontra no

semi-plano y > 0. Logo, I'(t) = 2cost + i2 sent, com ¢ € [0, 7] e assim, I''(t) = —2sent + i2 cost, com
t € [0, w]. Dai, segue que:

1 ™
/f(z) dz = / F(T() - T/ (t)dt = / f(2cost+i2sent) - (—2sent + i2cost)dt
r 0 0
= / (2cost) - (—2sent +i2cost)dt = 72/256ntcostdt+4i/ cos® tdt
0 0 0
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6. Seja I a curva formada pelos pontos z € C tais que |2z +2i| = 1, orientada no sentido anti-horéario. Mostre

que
1 demi(l + e?)
D) dz = 1 N2 -
(z+1i)%senz (1—e2)
Solugao: Nota-se inicialmente, que [2z + 2i| = 1 & 2|z +i| = 1 & [z — (—i)| = 3, e portanto, I' é a
1
circunferéncia de centro —i e raio % Além disso, colocando-se f(z) = ——, tem-se que f é analitica
n

sobre I' e na regiao interna a curva I', pois é um quociente de fung¢oes analiticas e bem-definidas nesta
regido. [Observe que os zeros de sen z encontram-se todos sobre o eixo Oz e I' ndo intercepta tal eixo.]

Portanto, pode-se escrever

1
1 senz __ _ f(z)

+isenz  (z— (=) (2 (=)

Portanto, utilizando-se a Formula Integral de Cauchy para Derivadas, obtem-se que:
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Tem-se que:
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zZ) = —— = = — —1) = — — = — -.
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Dado que:
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Portanto, conclui-se que:
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