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. Seja z, a rafz da equacdo 22 = 1+i tal que m < arg(z,) < 2m. Calcule 22 e localize z2 no plano complexo.

Solugao: Deve-se, inicialmente, expressar os nameros z e 1+ na forma polar: 1+i = v/2e!™* e z = re'®

com r = |z| >0 e a = arg(z) € [0, 27); logo, deve-se ter:

4 4 r2 —91/2
2 =14iere? =2 o
2a= 7 +2nm, paran=0,1

r=21/4 , .
PN PR 21/4617r/8 ou 5= 21/46197r/8
a=g+nm, paran=0,1
Como % € (,2m), conclui-se que z, = 21/4e*™/8 ¢ dai, segue que:
2= 93/4 i35 _ 93/4 i(Hg +2m)

Portanto, para localizar o ponto 22 no plano complexo, basta fazer a intersecio da circunferéncia de centro

na origem e raio 2%/4 com a semi-reta arg(z) = 14Z.
yisen(z+y) . a?

. Seja a fungdo f : C — C dada por f(z) ,paraz=x+iy#0e f(0) =0.

+1
x? 4 y? /22 + 42

Determine o conjunto dos pontos onde f é continua.

Solugao: Para pontos z = x + iy # 0, observa-se que f(z) é um quociente de fungdes bem-definidas e
continuas (em (z,y)); portanto, f é continua em todo z # 0. Resta, portanto, analisar a continuidade de
f no ponto z = 0. Isto é feito mostrando-se a continuidade em (0, 0) das fungdes que u(x,y) e v(z,y) que
compdem as partes real e imaginaria de f, respectivamente. Tem-se que f(0) = 0 = «(0,0) + i v(0,0);
também, observa-se que

A i
Al wap g VRips
Portanto, tem-se que:
Y2
lim wu(z,y)= Ilm sen(z+y)- ——— =0=1u(0,0),
(@,9)~(0,0) (@) (2,4)—(0,0) = +y) x? +y? ©.0)
pois,
Y2
lim sen(z+y)=0 e ——— ¢ limitada.
(,4)=(0,0) (@+y) x? 4 y?
Por sua vez,
. . ||
lim o(z,y)= lim |z|]:———=0=2v(0,0
(%,4)=(0,0) (@9) (%,4)=(0,0) & Va? +y? 0.0,
pois
lim |z[=0 e _l é limitada.

(2.1)—(0,0) \x2 + y?

Portanto, tem-se

lim f(z) = lim wu(z,y)+¢ lim o(z,y) =u(0,0) +iv(0,0) = £(0),

z—0 (xz,y)—(0,0) (z,y)—(0,0)

ou seja, f é continua em z = 0. Logo, f é continua em todos os pontos de seu dominio.



3. Seja a fungdo f : C — C dada por f(z) = Im(z), para todo z € C. Utilizando a defini¢do de derivada,
determine o conjunto dos pontos onde f é derivavel.

Solugao: Admita que f seja derivavel em 2z, = x, + i y,; entdo, existe f'(z,) e

flz, +Az) — f(z,) Im(z, + Az) — Im(z,)

/ — 1. — 1.
() Flw) =, A o, A
_ lim Im(z,) + Im(Az) — Im(z,) ~ tim Im(Az)
Az—0 Az Az—0 Az
Em particular, para Az = Ax + i 0, tem-se que:
Im(Az) 0
! =1 = lim — =0;
f (ZO) Aiglo Az ae—o AL 07

e também, para Az = 0+ Ay, tem-se que:

F(2) = lim Imﬁ” _ him Ay _1

Az—0 z iAy—0 iAy 1

Portanto, o limite em (%) ndo existe, ou seja f nao é derivavel em qualquer ponto z, € C.

4. Determine, se possivel, uma fungao analitica f : C — C tal que Re[f(2)] = 22 — y? + 3e® cos y e
f(0)=3+i.
Solugdo: Admita que exista uma funcio f(z) = u(z,y) +iv(z,y) tal que u(z,y) = 22 —y? +3e* cos y e
f analitica. Entao, as fungoes u e v satisfazem as equacgoes de Cauchy-Riemann:

(@) ue(z,y) =vy(z,y) e (b) wuyle,y) = —va(z,y).

Por (a), segue que:

0
. [x2 — 4% + 3¢” cos y| = vy(@,y) = vy(z,y) = 22+ 3¢” cos y
z

= v(z,y) = /(2x +3e” cosy)dy + p(z) = 2zy + 3e” seny + p(z).
Por (b), segue que:
Ve (2,y) = —uy(z,y) & (2y + 3e” seny + ¢'(z)) = —( — 2y — 3e” seny) = 2y + 3e” seny
& ¢'(r) =0& p(z) = M (€ R constante),

e assim, deve ser v(z,y) = 2zy + 3e® seny + M.

Dai, conclui-se que:
f(z) =u(z,y) +iv(x,y) = (x2 —y? +3¢e® cosy) +i(2xy + 3e* seny + M),
e para que seja f(0) = 3 4 i deve-se ter:
f(0) =u(0,0)4+:v(0,0)=34+iM =3+i< M =1.
Portanto, a fungao procurada é
f(z)= (Jc2 — % +3€e® cosy) + i(ny + 3e” seny + 1) = (x2 + 2ixy — y2) +3e” (cosy —l—z'seny) +1

=(@+iy)?+3e"" +i=2243e +i.



5. Seja f(z) = Re(z), para todo z € C. Calcule /f(z) dz sendo:

T

(a) T' o segmento de reta com ponto inicial em —i e ponto final em 1;
(b)T ={2z€C:|z|=2enm < arg(z) < 27}, orientada no sentido anti-horario.

Solugao: (a) Sabe-se que a equagao do segmento de reta com ponto inicial em A e ponto final em B é da
forma (1 —t)A +t B, para t € [0, 1].

Portanto, considerando-se A = —i e B = 1, obtem-se que

Pt)=Q—t)(—i)+t-1=t+i(t—1) eque I'(t)=1+4,

para todo t € [0,1]. Dai, segue que:

/f(z)dz:/Of(F(t))-F’(t)dt:/Of(t+i(t—1))~(1+i)dt

R

2

:(1+i)/olRe(t+i(t—1))dt=(1+¢)/01tdt=(1+¢)t;

0

(b) Nota-se que a curva I' é a semi-circunferéncia de centro em z, = 0, com raio 2 e localizada no semi-plano
y < 0. Portanto, tal curva pode ser assim parametrizada:

[(t) =2(cost+isent) e T'(t)=2(—sent+icost), paratc€ [m,2m].
Dali, segue que:

1
1= [ sy roa

27 27
= [ f(2cost+i2sent) -T'(t)dt = / Re(2cost +i2sent) - (—2sent + i2 cost)dt

™

2m 2 2
/ 2cost - (—2sent +i2cost)dt = —2/ 236ntcostdt+4i/ cost dt

27 27
= —2/ sen 2t dt + 21’/ (1 + cos 2t)dt

sen Qt] o

= cos 2t|i7T + 21 [t + 5

s

= [cos 4w — cos 2m| + 2i[(2m — w) + (sendmw — sen 2w)| = 2mi.



6. Seja I a curva formada pelos pontos z € C tais que |2z —2i| = 1, orientada no sentido anti-horéario. Mostre
que
1 4erm (1 — €2
/ ) dz = T ( 55 )
(2 —1)2%cosz (1+e€2)

Solugao: Tem-se que |2z — 2i| = 1 & 2|z —i| = 1 < |2 —i| = , ou seja, I' é a circunferéncia de centro
em ¢ e raio %

Tem-se também, que a funcao

1
cos z

flz) =

é analitica sobre I" e na regido interna a curva I' (j4 que nenhum zero de cos z esta nesta regido, nem sobre
r).

Portanto, utilizando-se a Formula Integral de Cauchy para Derivadas, conclui-se que

=iz t= [ =i 10

Dali, segue que:

£(2) d 1 0-cosz—1-(—senz) senz
Z) = — = = .
dz | cosz cos?z cos?z
Como . . ,
iz _ iz N () el — et % —e 1—66 1 — 2
senz = ——— = sen(i) = = = =
21 21 21 21 2ie ’
e também,
2
el® + e~z ) 6‘2 + 6_52 1 +e 1+e” 14+ 62 5. (1 4 62)2
cosz = 5 = cos(i) = 5 = £ 5 = 5 =5 = cos”(i) = e
segue que
. 1—e?
f@) = sen(i) _ By = (S €0 P S SN VO el
cos?(4) (1(‘56)2) 2ie (14 e2)2 i(1+ €2)2 (1+e2)2
Dali, conclui-se que:
1 1—e? 1—e? 1—e?
dt=2mi- f'(i) = (2mi) - (=2 —— = ) = —4ier——C  — der——
/F(Z S E—s i - f'(i) = (2mi) - (—2ie i 62)2) i e7r(1 o7 7r(1 T o)



