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1. Analise a convergéncia das seguintes séries:

+oo 9o —+00 .
n®+2 3n +1
b
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Solugao: (a) Utilizando-se o Critério da Razio obtem-se:
1)2 42 ! 1 1+2 2

hm | %ot | = g PED A2 nt 23T gy,

nooo | @, nooo (M1 n24+2 Leon+l 14+2/n?

e portanto, a série é convergente.

(b) Sabe-se que para uma série ser convergente o limite do termo geral deve ser igual a zero; sendo assim,
obtem-se que:

. . 3n+i . 3+i/n 3
1 =1 =lim —F—=——#0
fma, = lm o = m e T T 70
ou seja, a série é divergente.
2. Dadas as séries de niameros reais
1 1 1 1 1 1 1
Y =14 ... Y o= -4 ...
1 1776w ¢ 2 =578 32 128

(a) Utilize o Critério de Liebniz para mostrar que X, e X, sdo convergentes;
(a) Calcule a soma ¥, +¢-%,.

Solugao: (a) Observa-se que

+00 too
z1 = Z(_l)nan € E2 = Z(_l)nbn
n=0 n=0
= 1 = ! > Dai > > >
com g, = oo € b, = Jany1> Para todo n > 0. Dai, segue que a, > 0 e b, > 0, para todo n > 0.
. . 1 1 1 1 )

Além dlSSO, a, = 2771 Z W = an+1 e bn = W = W = bn+17 para todo n Z 0. Flnalmente,
n]iIPoo a, = n]iIPoo o = Oe nLHPOC b, = nLHPoo Jant1 = 0; portanto, pelo Critério de Liebniz conclui-se que

ambas séries alternadas sao convergentes.
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-1

(b) Nota-se que ¥, = Z (22> , ou seja, X, ¢ uma série geométrica de razao —i < 1; portanto,
1 n=0

¥, = =z Por sua vez, como ¥, é convergente, pode-se escrever ¥, =

1T 1
I+3
449
S 4iex, = 7;’.

3 ¥, = 5; segue-se que




3. Dada a fungao f(z) =
da mesma.

Solugao: Tem-se que:

—z[1—In 2], determine sua série de Taylor em z, = 3 e calcule o raio de convergéncia

fO(2) = —z[-1+1n 2]; fM(z) =In 2; fP(z) =271
f@(z)=—-1-272% fA)=1-2-273 fO(z)=-1-2-3-27%
f(2) = (=1)"(n —2)!z' ™, paran =2,3,---
(n) —1)" — 9! 1-n —1)" 1-n
Logo, a, = G) = (=D™( )3 _ =08 , para n = 2,3,---. Portanto, o desenvolvimento
n! n! n(n—1)

em série de Taylor de f em z, = 3 é:

n31 n
f(z) =a, +a,( +Za =3[n3—-1]+1n3(z—-3 +Z (z—3)"
n=2
para todo z € D(3; R), onde o raio de convergéncia R é dado por:
— 3" (n + 1) 1+1/n
R=lim || = lim " = i 20T =3 lim =
n— 00 an+1 n— 00 it D) n—ooo " (’n, — 1) n—ooo 1 — 1/7'l
. - z—2
4. Seja a funcdo f(z) = W determine a série de Laurent nas seguintes regioes:
z 1—
(a) V2 < |z —i| < 2;
(b) |z —i| > 2.
Solugao: (a) Nota-se que 22 + (i — 1)z —i = (2 +1i)(z — 1) e assim, pode-se expressar
z—2
Z)= —————0, ara z # —i, 1
1@ = ey Pwes?
Utilizando-se o método das fra¢des parciais deve-se ter:
£2) = A N B  A(z-1)+B(z+i) (A+B)z+(-A+iB) z—2
Cz4i oz—1 (249 (z—1) (z+1i)(z—1) (24 (z—1)
1 .
A+B=1=2A=1-B=>A=1-"-= A= 32 o
< 1 i —1
~AtiB=-2= ~(1-B)+iB=-2=(1+)B=-1=B=—1"—=B= ! —
i
Logo, tem-se que:
3—1 1 1—1 1
=55t =
Dali, segue que:
+oo +oo
L ! _ 1 1 _ 1 (=n" n_ N\~ (D" n
(*) -+ (271)4»21_% 1_(_2_2')_Z ;(21)71(2" Z) _;(Qi)nJrl(Z 1)7

para

i . . , . )
‘ < 1, ou seja, para |z — i| < 2. Além disso, tem-se também:

—+o0 —+o00

I 1 1 [ B = () (1—di)"
() z—1 (z—i)+i—1 z—i 71{_,2—2' Z%(z—i)n_;(z—i)nﬂ’



1
Z‘ < 1, ou seja, para |z —i| > /2. Por (%) e (**) conclui-se que:

para

. . . +4oo . —+oo .
o 3—i 1 i—1 13— G N t—1 (1—9)”
== mt 3 017 2 Z(Qz')n+1(z Dt Z(z—z‘)n+1
n=0 n=0
+ : n + An
_f(gil)(il) (Z_Z-)n_zo:o (177’) +
- \n+1 _ \n+1?
= 2(2) = 2(z —1)
para v/2 < |z — i| < 2, ou seja, na intersegio das regides onde valem (%) e (x).
(b) Tem-se que:
—+o0 —+o0

(r) L 1 1 1 ! 'Z(fl)"(%)"zz(q)n(%)”

z4+i  (z—i)+20 z—i 1 (- 2 )72—2' = (z—a)m (z —d)ntl

- n=0
zZ—1

para

! ‘ < 1, ou seja, para |z — i| > 2. Por (*x) e (x*x) conclui-se que:

—i i— R (—i)"(3—i) X (1—imtt  Woan(—i)n(3—i)— (1—i)"™
floy =2 1 11 _22( )" (3 )_Z(l )t _22( "B —i) —(1—1)

> Ttil 2 zo1 20—y Zeaz 2z — i)t

n=0 n=0

para |z —i| > 2, ou seja, na intersegao das regides onde valem (xx) e (x*x).

1 . -
— - determine o residuo de f em cada um de seus polos, utilizando
224+ (G—1z—1
as respectivas séries de Laurent.

. Dada a fungao f(z) =

Solugao: Dado que 22 + (i — 1)z —i = (2 +i)(z — 1), segue que z, = —i e z, = 1 sdo os pdlos de f; dai,
segue que:
£(2) 1 1 1 1 1 1
zZ) = = . = — . . -
(z+i)(z—1) (z24+13) (2+49)—(1+1) (z+14) (1+414) 1_Z+Z
141
1 1 f(z—ki)”__f(z—ki)”_l__Jio(l—z’)"“(z-i-i)"_l
() (L) () (gt & on+1
-1 1 _f (1 — )" +i(z +i)n?
2 24 & 2nt1
. . 1—1
e assim, conclui-se que Res __, f(z) = 5
Também, tem-se que:
£(2) 1 1 1 1 1 1
z+i)(z—=1) 2z-1 (z=1)+1+i 2z-—1 (1+4) 1_(_2—1)
1+14
+o0o +o00o . +oo
1 1 =" (=" o _1-d 1 =" 1
= . . —]_ n — _— —1 n = . 71 n .
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logo, Res,_, f(z) = 5 L
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z 2

ﬁ, utilize a Férmula dos Residuos para determinar o residuo de f em
z+1)(z —

cada um de seus polos.

6. Dada a funcao f(z) =

22 +2

(z—1)?

—i & polo de ordem 1 de f. Por sua vez, a fungdo h(z) =

Solugao: Nota-se, inicialmente, que g(z) = é analitica em —¢ e nao se anula nesse ponto; logo,

2242

¢ analitica em 1 e nao se anula nesse

z
ponto; logo, 1 é polo de ordem 2 de f.
Sendo assim, segue que:
. : . 2242 1 i
Res__.f(z) = zlin;li(z +Ofz) = zlir?i (z—1)2 N (1414)2 )
d d [22+2 22-(2+1)—(22+2)-1
R, = lim — [(z — 1)? = lim — =i
eSZ:lf(Z) 2141;1/11 y4 l:(Z ) f(Z)] zl~r>rll dZ |: 4 +Z :| zl~1/>r11 (Z + Z)Q
. 22 4+2iz2—-2 —14+2 —1+2i 1+z’
= lim = = = —.
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