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1. Dada a fungéo f(z) = 213,00 determine o residuo de f em cada um dos seus poélos, utilizando a série
z z

de Laurent desenvolvida no respectivo poélo.

Solugao: Observa-se que 22 + 32 +2 = (z+ 1)(z + 2) e que —1 e —2 sdo zeros simples deste polinémio;
logo, tais zeros sdo polos (de ordem 1) de f. Sendo assim, tem-se que:
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para 0 < |z + 1| < 1. Logo, Res,__, f(z) = 1.
Por outro lado,
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para 0 < |z + 2| < 1. Logo, Res,__, f(z) = —1.
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(a) Utilize a Férmula dos Residuos para determinar o residuo de f em cada um dos seus polos;

2. Considere a fungdo f(z) =

(b) Utilize o Teorema dos Residuos para calcular /f(z) dz,ondeI' é a curva dada pela equagao |3z+1| = 3,
r

orientada no sentido anti-horario.

Solugao: (a) Nota-se que z, = —1 e z, = —3 sdo polos de f cujas ordens sao 2 e 1, respectivamente. Dai,
segue que:
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(b) Nota-se que |3z + 1| = 3 & |z + 1/3] = 1, ou seja, I' é a circunferéncia com centro em —1/3 e raio
1; desta forma, apenas o pélo z, = —1 estd na regido interna a curva I' e portanto, pelo Teorema dos
Residuos obtem-se que:
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3. Mostre que o conjunto A4 = { cosz, cos 3z, cos bz, ..., cos(2n— 1)z, ...} é linearmente independente (L.I.)

em C[—m, 7.

Solugéo: Considere o produto interno definido em C[—, 7] por (f,g) = f(z) - g(x) dz. Inicialmente,
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mostremos que .4 é um conjunto ortogonal; de fato, para n # m e lembrando que 2 cos a cos b= cos(a+b)+
cos(a — b), tem-se que:
s

(cos (2n — 1)z, cos (2m — 1)z) = / cos (2n — 1)z - cos (2m — 1)z dx
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Seja agora B = { cos ((2n1 — 1)), cos ((2ny —1)x), - -+, cos ((2ng — 1)z)} C A, um subconjunto qualquer

e finito. Se existem escalares oy, s, -+, ar € R tais que
aqc08 (2ny — 1)z + agcos (2ng — 1)z + - -+ 4+ acos (2ng, — 1)z =0,
entao, para cada j fixo, 1 < j <k, deve-se ter:
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Z (cos (2n,, — 1)z, cos (2n; — 1)z) = a;{cos (2n; — 1)z, cos (2n; — 1)z) = ajl|cos (2n; — 1)z[%;
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Portanto, conclui-se que a; = 0, para j = 1,2,--- ,k; logo, B é linearmente independente e por ser um

subconjunto finito e qualquer de A, conclui-se que A é linearmente independente.

. Dada a fungdo f : [-m, 7] — R definida por f(r) = —x + §, para = € [0,7], e f(z) = z + F, para
x € [—m,0), determine sua série de Fourier.

Solugao: Nota-se que a fungdo f é par e, portanto, sua série de Fourier é uma série de cossenos (ou seja,
b, = 0, para todo n € N). Sendo assim, deve-se ter:
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para k =1,2,3,---. Desta forma, a série de Fourier de f sera:
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5. Utilize a série de Fourier obtida na questao anterior para determinar a soma da série 1+ 32 + = + FRREE
Solugao: Nota-se que a fungao f da questao acima é continua em [—m, 7] com derivadas laterais em todos
os pontos de (—m,7), assim como as derivadas lateral & direita e lateral & esquerda nos pontos —7 e T,
respectivamente. Portanto, para todo ponto z € [—m, 7], tem-se que a soma da série de Fourier de f
avaliada em z corresponde ao valor f(z), ou seja,
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para todo x € [—m,w]. Em particular, para = 0, obtem-se que:
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de onde se conclui que:
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. Considere o sistema
us(x,t) — uge(x,t) =0, para todo (x,t) € [0,2] x [0, +00) (7)
u(0,t) = 0 = u(2,t), para todo t € [0, +0c0) (i1)
u(z,0) = x, para todo x € [0, 2]. (u31)

(a) Determine uma solugao u(x,t) para tal sistema;

(b) Mostre que u(x,t) satisfaz as condicoes (i), (ii) e (4i).

Solugao: Sabe-se que uma solugdo u(z,t) para a equagdo do calor acima acima pode ser obtida definindo-

se
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de modo que o coeficiente a, seja o n—ésimo coeficiente da série de Fourier da extensdo impar fr de
f(z) = z, ao intervalo [—2,2]. Sendo assim, deve-se ter:
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(b) Tem-se que:
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dai, segue que w(z,t) = um(m t), para todo (z,t)
T

€ [0,2] x

[0,400), ou seja, u(x,t) satisfaz & condi¢do
(7). Também, como sen T se anula em z = 0 e z = 2 (para todo n € N) conclui-se que
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para todo ¢ € [0, +00) e portanto, u(z,t) satisfaz a condigdo (1)

Finalmente, para mostrar que u(x,t) satisfaz & condicdo (iii) é suficiente notar que
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e esta ltima série é justamente a série de Fourier de f(z) = x no intervalo [0, 2]



