UNIVERSIDADE FEDERAL DO PARANA
Departamento de Mateméatica

Gabarito da 3a. Avaliacio de CM 044 - CALCULO IV

1. Mostre que o conjunto {1, cos x, sen 2z} é linearmente independente em C[—m, 7] (0 espago vetorial das
funcdes continuas definidas no intervalo [—m, 7]). (20 pontos)

Solugao: Sejam «, 3,7 € R tais que a- 1 + 8- cos & + - sen 2z = 0, para todo z € [—m,n]. Entao, em

particular, para z = 0 deve-se ter -1+ 3-1+~-0=0; para z = 7w deve-se ter a- 1+ - (=1)+~v-0=0
_T V2 — , :

e para T = 1 deve-se ter a1+ 5= + -1 = 0. Dai, segue que:

a+B8=0
a—pB=0
a+§5+’y:0

1 1 0

Como det| 1 —1 0 | = —2 # 0, segue que tal sistema admite solu¢do tunica (a solucdo trivial).
1 L2

Portanto, deve ser a = 8

1 s
2. Considere o espago C[—m, 7] munido do produto interno dado por < f,g >— — / f(z)g(x)dx, para todas
T J)_n
funcoes f,g € C[—n, 7]. Seja f € C[—mn,n], dada por f(x) = z, para todo x € [—7, 7]. Calcule a projegio
ortogonal de f sobre o subespago de C[—m, 7| gerado por {1, cos x, sen 2z}. (20 pontos)
Solugao: Nota-se inicialmente que, como f é uma fungio impar, as fungdes f(x) -1 e f(x)- cos x sdo
fungoes impares e a fungdo f(z)- sen 2x é fungdo par. Portanto,

0= flz)-1de= f(z)- cos z dx,
ou seja, < f(z),1 >=0=< f(z),cos x >.

Denotando por W o subespago de C[—, 7] gerado por {1, cos z, sen 2z}, ou seja, W = [1, cos z, sen 2x],
deve-se ter:

Proju f = proj, f + projegs f +proj . o f
1 2
_ < f(z),1> 14 < f(x),cos z > o8 @+ < f(z),sen 2x > . sen 2
<1,1> < COS T,C08 T > < sen 2x,sen 2 >
0 0 < 2z >
= 1+ -cos T + f(z),sen 2u -sen 2x
<1,1> < COS T,C08 T > < sen 2x,sen 2x >
< 2
_ f(x),sen 2z > - sen 2.
< sen 2x,sen 2x >
Mas,
1 (7 2 (7 2 cos 2z|" 1 [T
<f(a;),sen2x>:f/ xsen2xda::f/ xsen 2z dr = = |- 252 —1—7/ cos 2x dx
O - T Jo s 2 o 2J-x
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< sen 2z,sen 2z >:f/ sen? 2z dx:f/ [ifgcos 4x) doe = — [:17

L — L —

Conclui-se dai, que

-sen 2x = — sen 2x.

f= < f(z),sen 2z >

proju f = Prolsen 2x < sen 2z,sen 2 >



3. Determine a série de Fourier da fungao f, definida por f(x) = 22, para todo x € [—1,1]. (20 pontos)

Solugao: Como f(—z) = f(z), para todo z, tem-se que f é uma func¢io par e portanto, sua série de

- 2 s . . ! P ~ ~
Fourier ¢ uma série de cossenos (ou seja, todos os coeficientes b,,’s de sua série sdo nulos). Basta entdo,
calcular os coeficientes a, € a,, comn =1,2,---.

1 1 1,3
a, = / flz)dx = / ridr = —
. . 3

1
do —
B f(z) cos nrx dx /

1
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- — 2x sen nmx dx

1 nim 1

2 1
Tr” sen nmxr

1 nm

2% cos nrrdr = l

=—— r sen nwxdr = — 5 |~ cos nwx +/ cos nmx dx
nr J_, (nm) 1 1
1
2 sen nux (-0~ 4 (="
- _ (=)t I = = —. aran=1,2,---.
(nm)? [ (=1) nro|_, (nm)2 72 n? 7’ P ’
Portanto, deve-se ter:
a = 1 Y/ — )"
flz) = ?‘) + Z ap, COS NTL = 5 = Z COS NI, para todo z € [—1,1].
n=1 =
o (="
4. Utilize a série de Fourier obtida na questao 3 acima para determinar a soma da série alternada Z 5
n
n=1

(20 pontos)

Solugao: Utilizando a série de Fourier acima com x = 0 segue que:

2 2 2

3 n=1 n=1 n

1 = )" w2 1 2

= —— - —__ .- =__
3 g 4 3 12

5. Seja f a funcdo definida por f(x) = e, para todo = € [0,7]. Determine a série de Fourier da extensao
par de f. (20 pontos)

Solugdo: Sendo f,(z) a extensio par de f (ou seja, f,(z) = f(—z) = e~*, para todo z € [-7,0] e
fp(x) = f(x) = €”, para todo = € [0, 7]) deve-se ter que:

oo
a‘D
:?—&— g a, COS NI,

2 [" 2 ["
onde a, = —/ f(x)dz e a, = —/ f(z) cos nxdr, paran =1,2,---. Sendo assim, segue que:
T Jo T Jo
2 [T 2 "2
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™ w_ln_l ™ 1 ™ 71—_1”_1
:>/ e” cos nxdx:%_/ i nxdx:>(1+7)/ emcosnxdx:L
0 0 n 0
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n n
. T (1) — 1
= (n? + 1)/0 e’cos nedr =€ (-1)" — 1= /0 e’ cos nxdr = e((nQ—)Fl) = g “an
2 [e™(—1)" —1]
=>a,=————"F"", =1,2,---.
an = — D) para n
Portanto, deve-se ter:
f-i-Za Cos NT = [ goo er(=1)" ]cosnx todo z € [—m, 7]
n = 77 n2+1 , para todo x T, 7).

. Determine a série de Fourier da funciao dada por g(z) = 22 — 60x, para x € [0,60], e g(x) = —(2? + 60z),
para z € [—60,0]. (20 pontos)

Solugao: Note-se, inicialmente, que para x € [—60,0] vale que —x € [0,60] e dai, vé-se que g(—x) =
(—2)? — 60(—x)) = 2% + 60z = —g(x); logo, g é uma fungio impar e, portanto, sua série de Fourier, é
uma série de senos, ou seja,

nrx
= b _—
o) = b sl ),

para todo x € [—60, 60].
Deve-se ter entao:

1 /60 1 60 1 60

b, = — g(x) sen DY gy = — g(x) sen 0T 4y = —/ (2% — 60z) sen Ll
60 /g0 60 30 J, 60 30 J, 60

1 60 60 1
— / 2% sen "L gy — / 60z sen "o dy| = — [(I) — (IT)].
30 |/, 60 o 60 30

60 60 60 60 6
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60 60
60 60 nwT nwT
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Portanto, segue que:

b = 35 1) = (] = g5 | oz (-1 = ]| = g5 | ooz (-0 = 0] =4 | 2o (-0 = ]



paran=1,2,---.

2 602
Logo, b, =0, se n é par e b, = —SW, se n é impar (ou seja, bop = 0 € byg—1 = —SW, para
todo k € N). Portanto,
607 1 (2k — V)7z
9(x) =85 ;(%—1) M0
para todo z € [—60, 60].
. Considere o sistema:
U = gy, para todos z € [0,60] e t € [0, 00), (1)
u(0,t) = 0 =u(60,t), para todo t € [0,00), (2)
u(z,0) = u, (), para todo x € [0, 60], (3)
onde ¢ é uma constante ndo-nula e u,(z) = 60z — 22, para todo x € [0, 60].
(a) Mostre que, para cada n € N, a fun¢io u,(z,t) = sen % e~ (5% ¢ solucdo de (1) = (2); (10

pontos)
(b) Determine uma solucdo do sistema (1) — (3). (10 pontos)
Solugao: (a) Note-se que para todo n € N tem-se que

_((‘n7r

0 o
un (0,t) = sencr - € )t =0 = sen (nm) - e~ (50 )’ = u, (60, t),

para todo ¢t > 0 (ou seja, as condiges de fronteira (2) sdo satisfeitas). Além disso, u,(x,t) =
onde f,(z) =

fn(@) - gn(t),

(.'ILTI'

senwegn()—e (65)°t; dai, segue que

60

0?u,, d*f, Ouy, dgn
=Tl g e S = fu) D),
Como 2 p
n,y_ dnm nwry] _ nm., nnx
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e
dgn CNT o (enmy2y
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segue que
ouy, dgn NTL  CNT o _(enm)2y
U (0,0) = fule) dt() som " (2
2 2
_ Ty NTEN _(enmy2; fn _ 0 0%uy, Oup, _ 507Uy,
¢ ( (o) sen T ) e ) TR @gn(t) = PG @ t) = S =P
Portanto, u,(z,t) satisfaz a equagédo (1).
(b) Nota-se que u,(z) = —g(x), para todo x € [0,60], onde g é a fun¢do dada na questdo (6) acima. Sendo
assim, a série de Fourier de u, serd dada por:
_ = (2k: — )7z
to(@) = ~g(@ Z 2k71 60

para todo z € [0, 60].

Por outro lado, dado que u,(z,t) é solu¢do de (1)-(2), para todo n € N, e como a equagdo é linear,

segue que u(z,t) = Zanun(x,t) também é solucao de (1)-(2). Portanto, para que u(x,t) seja solu¢do
n=1

de (1)-(3), os escalares oy, devem coincidir com os coeficientes de Fourier de u

602 1

™ (2n —1)3’

0, Ou seja, ag, = 0 e

Qop_1 =8 para todo n € N (e assim, teré-se que u(z,0) = u, (), para todo x € [0,60]).



