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1. Em cada uma das situc¢oes abaixo, decida se a série dada é convergente e justifique.
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Solugao: (a) Tomando-se a sequéncia de somas parciais (s, ), dada por s, = Z (72 - Z )"
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para n = 0, 1, teey nota-se que 3 = % < 1 assim sendo tem-se que a série Z ( ) é uma série
7j=1

geométrica convergente e o mesmo se passa com (s, ). Por definigao, tem-se que a série dada é convergente.

(b) Sabe-se que para que uma série seja convergente, o limite do termo geral da série deve ser igual a zero.
Para a série em questao, tem-se que
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e portanto, a série é divergente.
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2. Dada a funcéo f(z) = GoE com z # 1, determine sua série de Taylor em z, = —1 e o raio de
P
convergéncia da mesma.
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Solugao: Tem-se f(z) = (zzj_l)Q = (;7 12 + EEE =7 + e para todo z # 1; é suficiente
entao obter a série de Taylor destas duas parcelas em z, = —1. Tem-se entao:
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valida na regiao < 1, ou seja, valida para |z + 1| < 2.
Para a parcela g(z) = 2(z — 1) 72, usa-se a definicdo:
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g (z)=2-2-3(2 - 1)_47

g3 (2) =-2-2-3-4(z—1)72,

g™ (2) = (=1)"2(n+1)!(z —1)~*2) paran =0,1,---
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Portanto, tem-se que a, = 9(z) = (=1)"2(n + 1H=2) = nt , paran = 0,1,---, e assim,
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segue que:
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para |z + 1| < R, onde o raio de convergéncia R é dado por:
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Por (I) e (II), conclui-se que
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para |z + 1| < 2.
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. Dada a fungao f(z) = determine a parte principal de sua série de Laurent em z, = 1.
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Solugao: Observa-se inicialmente, que a parte principal da série de Laurent em z, é a parte das poténcias
negativas de (z — z,), desenvolvida no disco "furado" 0 < |z — z,| < R, para algum R > 0. Nota-se que:
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e que a fungao ﬁ é analitica em z, = ¢ (e portanto, sua série de Laurent em z, é sua série de Taylor
2(z —
em tal ponto). Utilizando-se fragdes parciais, segue que:
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Segue dai que:

Tem-se entao:
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valida para

Z‘ < 1, ou seja, valida para |z — i < |i| = 1.

Por outro lado, tem-se que:
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valida para

_22‘ < 1, ou seja, valida para |z —i| < |i — 2| = V/5.
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Dado que - j& é sua propria série de Laurent na regiao 0 < |z — |, conflui-se, por (I) e (II), que
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valida para 0 < |z — i| < 1. Portanto, a parte principal da série em questao é
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- — . determine sua série de Laurent na regido |z| > 2.
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. Dada a fungao f(z) =

Solugao: Dado que
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e o termo — ja é sua propria série de Laurent na regidao |z| > 0; resta, portanto, determinar a série de
z

Laurent d& ——————— na regido |z| > 2. Para tanto, faz-se:
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Segue dai que:
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valida na regiao

2
' < 1, ou seja, para |z| > 2; e também:
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valida na regiao

Z' < 1, ou seja, para |z| > [i| = 1.
z

Dado que a interse¢ao das regides |z| > 0, |z| > 2 e |z| > 1 é a regido |z| > 2, conclui-se, por (I) e (I]),
que o desenvolvimento em série de Laurent em tal regiao é:
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R D PR e e I' o retdngulo com vértices nos pontos +1 + 2i e 1 — 4,

. Sejam a funcao f(z) =

orientado no sentido anti-horario. Utilize o Teorema dos Residuos para calcular / f(z)dz.
r
Solugao: Nota-se, inicialmente, que a curva I' em questao é fechada, simples e suave por partes; além

disso, apenas os po6los 0 e ¢ estao no interior da regiao interna & curva I'. Também, para as fungoes
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e h(z) = ﬁ’ tem-se que g é analitica em 0 e 0 néo é zero de g; por sua vez,
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h é analitica em ¢ e ¢ nao é zero de h. Dai, conclui-se que 0 e ¢ sao po6los de ordem 1 de f. Utilizando-se
a Formula dos Residuos, segue que:
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Portanto, dado que f é analitica sobre a curva I' e no interior na regiao interna a curva I', exceto nos
polos 0 e i, conclui-se, aplicando-se o Teorema dos Residuos, que:
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COS 2 . .
. ada zZ) = — determine o residuo de no polo z, = m, das seguintes rormas:
Dada f(2) = (=5 det iduo de f no polo z, =, d tes
zZ—T

(a) através de sua série de Laurent;
(b) através da Formula dos Residuos.

Solugao: (a) Seja g(z) = cos z; tem-se entao:
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Segue que g™ (1) = (—1)"*! e gtV (7) = 0, paran = 0,1,---, e dai, conclui-se que a,, = 9(2 ;T) =
n)!
(-1
W ea,,, K =0,paran=0,1,---. Logo, a série de Taylor de g em 2z, = 7 ¢ dada por
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valida para todo z € C. Dai, segue que:
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f(z) = . cos z = ! Z ( 1). (z—m)*" = Z (7 (z — )23
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para |z — 7| > 0. Conclui-se que:

b) Nota-se que z, = m nao é zero de g(z) = cos z e portanto, z, = m é p6lo de ordem 3 de f; segue que:
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