Gabarito da 2a. Avaliacao de CMO044 - Calculo IV

. sen z - ) .
1. Dadas a fungdo f(z) = —5—, com n € N, e v a curva |z| = 1, utilizar a férmula integral de Cauchy para
z

derivadas, para calcular /f(z) dz. (20 pontos)
v

Solugao: Seja g(z) = sen z, para todo z € C; entdo g ¢ analitica em todo o plano complexo (e em
particular, sobre a curva v e na regido interna & mesma curva). Logo, pela formula integral de Cauchy
para derivadas deve-se ter:

(2n—1)

_[senz [g(z),  2m d
[ [T = [ S0 = s ool

g(z) =sen z=¢(0) =0

Tem-se entao:

g (z) =cos z=¢'(0) =1
g'(z) = —sen z = ¢"(0) =0

Nota-se que g(>")(0) = 0, para todo n € N e g?*~1(0) = (—=1)"*!, para todo n € N, donde se conclui que
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2. Decida se cada uma das séries a seguir é convergente ou é divergente e justifique:
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Solugao: Tem-se que tal série é divergente pois o limite do termo geral da série é diferente de zero; de
2n + 3i 2+% 2
fato, tem-se que lim nsr lim - ;é 0.
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Solugao: Pelo critério da razao tem-se que:
1)+ . .
|an1] ‘%| . lm+ 1)+ n2" 1. (n+i+1 n
lim = lim ——~ = lim . — = — lim —| -
n—o00 |ay,| n—oo Z;FWZ n—oo (n 4 1)27+1  |n 44| 2n—o0’ (n+1) n+1
1 1 1 1 1
= — lim |1 - lim [1 — ==--1-1==<1;
R R AL L p < b

e portanto, a série é convergente.



3. Determine a série de MacLaurin de f(z) = e, em seguida, o raio de convergéncia da mesma.
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(20 pontos)
Solucao: Nota-se que f(2) = (1—2)73, f/(2) = 3(1—2)7%, f"(2) =3-4(1—2)75, f"(2) = 3-4-5(1—2)75,

.-+, e mais geralmente, f(")(z) = (n+2) (1—2)~(*3) para todo n € N. Dai, segue que a, = ! '( ) =
n!
2)! 2 1
M 1= w, para todo n € N. Logo, deve-se ter
2n! 2
N2+l
f =y D)
n=0
Resulta que
R= lim || = lim |w|— TS S e o S
T n—oo An+1 T nooo ("+3)2(”+2) T nSoon+3 noool + % o
. PSP - 1
4. Para algum z( de sua escolha, determine todas as possiveis séries de Laurent da fungao f(z) = m
z—1)(z —
com centro em . (20 pontos)
Solugao: Nota-se inicialmente, que se zg = 2 + iy, onde y € R é qualquer, entdo |zp — 1| = |29 — 3] e dai

existem apenas duas possiveis séries de Laurent de f com centro em zp; 0 mesmo se passa, evidentemente,
se zo = 1 ou se zg = 3. Sendo assim, para zo = 1, por exemplo, tem-se que existem apenas duas séries
de Laurent de f com centro em tal zy - a saber, uma série em cada uma das regides 0 < |z — 1] < 2 e
|z — 1| > 2. De fato, tem-se que:
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para |z — 1| > 0e |

5| < 1, ou seja, para 0 < |z — 1] < 2.

Por outro lado, tem-se também que:
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para =g < 1, ou seja, para |z — 1| > 2.

De forma analoga, se fosse zg = 3 entao teria-se que:
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para 0 < |z — 3| < 2; e ainda,
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para ﬁ < 1, ou seja, para |z — 3| > 2.



1
(z—1)(z=3)

(a) Calcule o residuo de f em cada um dos seus pdlos, utilizando suas séries de Laurent; (10 pontos)

5. Sejam a funcio f(z) = e acurva y(t) =4+ 3e', com ¢ € [0, 27].

Solugao: Para o polo zg = 1 tem-se que a série de Laurent de f na regido 0 < |z — 1| < 2 é dada por
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1
e dai, segue que Res__, f(z) = by = ——.

Por sua vez, para o polo zg = 3, tem-se que a série de Laurent de f na regido 0 < |z — 3| < 2 é dada por

n
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para 0 < |z — 3| < 2. Segue dai que Res,_,f(z) =b; = 7

(b) Calcule /f(z) dz, utilizando o Teorema dos Residuos. (10 pontos)
2!
Solugdo: Nota-se que se z = z(t) = y(t) entdo z = 4 + 3¢, e dai, |z — 4] = 3|e"| = 3; logo, 7 ¢ a

circunferéncia com centro em 4 e raio % O tnico polo de f na regiao interna a curva v é zy = 3; como f
e v estao nas condi¢oes do Teorema dos Residuos, segue que

1
/f(z) dz = 2mi-Res__, f(z) = 2mi - 5= .
y
6. Considere a funcao f(z) = sen6z.
z
(a) Determine a ordem do polo zp = 0. (10 pontos)
Solugao: Para todo z € C, tem-se que:
23+z5 z7+ _ senz 1 1 Jr1 z
sen 2z — 2 — — - — — .. P — - — ..
31 57 28 25 3lz3  5lz 7

Portanto, m = 5 é o maior nimero natural para o qual b, # 0, ou seja, zg = 0 é pdlo de ordem 5.

(b) Calcule /f(z) dz, onde 7 é a curva |z| = Ry (para algum Ry > 0). (10 pontos)
gl

Solugao: Para qualquer Ry > 0, tem-se que zy = 0 estd na regiao interna a curva ; como f e v estao
nas condicoes do Teorema dos Residuos, segue que

T

Lf(z) dz =2mi-Res__, f(z) = 2mi - é = 50"



