CMM 134 - Introdugdo a Teoria de Integragdo - S1/2022

Professor:
Fernando de Avila Silva
Departamento de Matemética - UFPR

LISTA 1- Entregar até o final da aula do dia 27 de julho

e E saudavel discutir suas diavidas com os colegas e também com o professor. (Mas nao irei aceitar
copias...)

e Resultados provados em sala de aula podem ser utilizados livremente, mas vocé deve cita-los e
justificar que eles se aplicam em suas justificativas.

e Irei ser bem rigoroso com a corregao!

Exercicio 1 Sejam X,Y dois conjuntos e f: X — Y uma funcdo. Mostre que se B é uma o-dlgebra
em Y, entdo

A={f"(E); E€B}

define uma o-dlgebra em X, sendo
fUE)={zeX; f(x) € E}.

Exercicio 2 Considere X um espaco mensurdvel. Dada uma funcio f : X — C existem dnicas
fungoes reais f1, fo : X — R tais que

f(@) = fi(z) +ifa(z), Vo € X.
Dizemos entdo que f € mensurdvel ambas funcgoes fi e fo sdo mensurdveis.

(a) Mostre que produtos e somas de fungoes complexas mensurdveis sGo mensurdveis.

(b) A funcao |f]: X — R definida por

(@) = V(F1(2))? + fa(a)?

€ mensurdvel?

Exercicio 3 Sejam (X, .A) e (Y, B) dois espagos mensurdveis. Dizemos que uma fun¢io f: X —Y €
mensurdvel se

f’l(E) e A, VE € B,
em que f~H(E) ={z € X; f(x) € E}.
a) Verifique que se se Y =R e B =B, entao o conceito acima coincide com aquele que foi estudado

anteriormente. Mais do que isso, é possivel perceber uma rela¢do com as propriedades de fungoes
continuas f : R — R.



b) Sejam (X, A), (Y,B), (Z,C) espagos mensurdveis e duas fung¢ées mensurdveis
[ X—=>Y e g:Y—Z
Mostre que a conposta go f : X — Z é mensurdvel.

Exercicio 4 Sejam pu uma medida em X e U € A fizado. Mostre que a funcdo \ : A — R, definida
por
A(E) = u(U N E),

€ uma medida em X.
Exercicio 5 Considere {p,}nen uma sequéncia de medidas em X tais que p,(X) = 1, para todo

n € N. Mostre que a fungdo ) : A — R, definida por

AME) = Z 27" (),
n=1

é uma medida em X.

Exercicio 6 Sejam f,g € M duas fungdes simples tais que f < g e defina a funcio h : X — [0, +o0]
pondo
) — { 9@ 5@, se v € (0, +00)
0, se x€ f1({oo}).

a) Mostre que h é mensurdvel.
b) Mostre que h é simples.
¢) Mostre que [y fdu < [ gdpu.
Exercicio 7 Considere X = R e ponha
A={FE CR; E ¢ um intervalo aberto}.

A o-dlgebra gerada por A, denotada por B, é comumente chamada de o-dlgebra de Borel e os
elementos de B sdo chamados de conjuntos de Borel.

Considere agora X = [a,b] C R e sea Bx a cole¢ao de todos os conjuntos de Borel em X. Mostre
que

a) Bx € uma o-dlgebra de X;

b) se f: X — R € nao negativa e continua, entao

| tau= [ ' fla)de,

sendo que f; f(x)dx indica a integral de Riemann. (Dica: comece provando o resultado acima
para fungoes simples.)

Exercicio 8 Considere o conjunto X =N, a o-dlgebra A =P (N) e a medida

M(E) — { #(E)v se B éﬁnito

0o, se E ¢é infinito.

Mostre que se f : N — R € ndo negativa, entdo f € M*. Além disso, temos que

[ =310,
j=1



