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Cronograma
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2 Introducao

O objetivo central deste curso é o estudo das funcoes Lebesgue integraveis e suas prin-
cipais propriedades. Entretanto, como parte da motivacao para tal estudo, relembremos
alguns fatos basicos sobre fungoes Rieamann integraveis.

Para tanto, considere uma fungao limitada f : [a,b] — R, isto é, existe K > 0 tal que
|f(z)] < K, para todo = no dominio de f. Tome agora uma partigdo & (subdivisao) do
intervalo [a, b] da forma

a=§0<§1<...<§n:b.

Considere entdo &2 uma particdo do intervalo [a, b] e as somas

n

S = Z(fi —&1)M;, e s= Z(fz‘ — &im1)my, (1)

=1

senddl

M;= sup f(x) e my= inf f(x). (2)
z€[€i—-1,&] z€[&i—1,8)

Nestas condicoes, é possivel mostrar que estao bem definidos os niimeros

i b
/ f(z)dz =inf S e / f(z)dz = sups,
a egz L L//}

nos quais inf» S e sup, s sdo tomados relativamente a todas as particoes & em |[a, b].
Nestas condicoes, temos a seguinte definicao:

Defini¢ao 2.1 (Fungao Riemann Integravel) Uma funcao limitada f : [a,b] — R é
dita Riemann Integrdvel se inf» S = supy s. Neste caso, a integral de f em [a,b] €

denotada por
b

(a) Toda fungdo continua f : [a,b] — R é Riemann integravel.

Exemplo 2.1

(b) Se f : ]a,b] — R ¢é continua, exceto num conjunto finito (ou infinito enumeravel),
entao f ¢ Riemann integravel.

(¢) A funcao
1, se z€Q,
f(m)—{ 0, se =¢Q,
nao é Riemann integravel em qualquer intervalo [a, b], pois

infS=1 se sups=0.
z P

Veja Secao [C| para relembrar o conceito de supremo e infimo



E possivel apresentar uma nocio equivalente para a integral de Riemann. Para tanto,
seja ¥ C R um subconjunto qualquer. A funcao caracteristica de E, denotada por &g,
é definida da seguinte forma:

1, se x € E,

la) ={ o % TS

Uma funcao degrau é uma funcao ¢ construida por uma combinacao linear de
funcoes caracteristica de intervalos, ou seja,

p(x) = Z ijEj,
j=1

sendo cada E; um intervalo.
Escrevendo E; = [aj, b;], defini-se a integral de uma fun¢ao degrau ¢ pondo

/90 = écj(bj — aj).

Entao, dada uma funcao limitada f : [a,b] — R, sua integral de Rieamann (quando
exite) pode ser definida como o limite de integrais de fungdes degrau que aproximam
f. Por exemplo, a integral inferior de f pode ser dada por

ff(:v)d:v = sup {/ @} :

sendo o supremo acima tomado sobre todas as fun¢oes degrau ¢(x) < f(x),Vx € [a, b].
A integral de Lebesgue pode ser obtida por um processo similar, exceto pelo fato de
que troca-se a colecao de funcoes degrau por uma classe mais geral de fungoes. De forma
um pouco mais precisa, a nogao de comprimento (de um intervalo) é generalizada para
uma classe mais geral de subconjuntos de R. Assim, trocamos a utilizacao de fungoes
degrau por fungoes simples.
A definicao de integral segue entdo um processo semelhante: se

n

p(z) = Z ¢i&E;,

j=1

representa uma funcgao simples, entao defini-se

/90 = ilcju(Ej)’

em que p(E;) representa a medida do conjunto E;. Finalmente, dada uma funcao f, sua
integral de Lebesgue ¢ definida como o supremo das integrais de certas fungoes simples.



3 Funcoes mensuraveis

No desenvolvimento da integral de Lebesgue iremos considerar classes de func¢oes
f X — R, sendo X um conjunto arbitrario. Nos exemplos e aplicacoes serd possivel
considerar X com sendo: um intervalo; um conjunto discreto; toda a reta real R. Em
particular, essa liberdade torna possivel estender o conceito de integral para um grande
niimero de possibilidades.

Para tanto, deveremos considerar, para um conjunto X, uma classe de subconjuntos
com propriedades especificas. Esse é o objetivo da préxima secao.

3.1 o-Algebra

Definig¢ao 3.1 (o-algebra) Seja X um conjunto qualquer. Dizemos que uma familia A
de subconjuntos de X é uma o-dlgebra se as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:

i)heAdeXeA;
i) Se E € A, entio EC € A;

s

iwi) Se E;, j € N, € uma sequéncia de elementos de A, entdo a unigo E = UjeN E; ¢
também um elemento de A.

Neste caso, o par (X, A) é dito um espa¢o mensurdvel. Um elemento E € A ¢é dito
A-mensurdvel (ou simplesmente mensurdvel).

Observacao 3.1

(a) E importante observar que os elementos E € A sio subconjuntos de X.

(b) Ao longo deste texto iremos dizer que um conjunto S é enumerdvel se uma dentre
as sequintes propriedades ocorre:

e S € finito, ou seja, existem um conjunto I, = {1,2,...,n} e uma funcdo
bijetiva f : I, — S;

e cxiste uma funcao bijetiva f: S — N.

(c) Ao longo deste curso utilizaremos as regméﬂ de De Morgan:

C
U4 =47 ¢ | 4a

acF a€EF a€EF

= J A7 (3)

acF

2Veja o Apéndice [A| para uma revisdo das propriedades da unido e intersecdo de conjuntos



Exemplo 3.1

(a) Se X € um conjunto qualquer, entao P(X) (o conjunto das partes de X ) define
uma o-dlgebra sobre X.

(b) Se X é um conjunto qualquer, entdo
A= {Xv @}
define uma o-dlgebra sobre X .

(¢) Considere X =N (o conjunto dos nimeros naturais), entao
A={N,0,{1,3,5,7,...},{2,4,6,8, ...} }.
define uma o-dlgebra sobre N,

(d) Considere X =R e
A={E CR; E ¢ enumerdvel}.

Neste caso, A nao é uma o-dlgebra sobre R.

Lema 3.1 Sejam A; e Ay duas o-dlgebras sobre um conjunto X e defina a colegao
A={FCX; Fe€ A e EeA}.
Nestas condigoes, A é uma o-dlgebra.
Demonstracao: De fato, como A; e A; sao o-algebras, entao
DeA, DeA, XA, XcA,,

logo
feAde XeA

Portanto, a propriedade i) estd cumprida. Para verificar ii), note que se £ € A, entao
Ec Al e Ec A Temos entio E€ €€ A, e E¢ €€ Ay, logo

EC c A,
Finalmente, se {E;};jen C A, entdo
EjEA, VJGN :>Ej€./41, VjGN,

logo {Ej}jen C A e assim Uy B € A;. De modo andlogo, conclui-se que (J

As, portanto
UE €A

jEN

E; €

jEN



Proposicao 3.1 Sejam (X, A) um espaco mensurdvel e { E\} er uma colegao enuma-
rdvel de conjuntos mensurdveis. Nestas condicoes, a intersegao

E:ﬂEA

AEF
€ um conjunto mensurdvel.
Demonstracao: Utilizando obtem-se
c _ C
EC = Ef.
AEF

Como cada E) € A, entao a propriedade ii) nos garante que EY € A, para todo
A € F. Por outro lado, segue da propriedade iii) e de () que

| E{ e A

AEF

Assim, E¢ € A. Como (EY)Y = E, entao segue novamente de ii) que £ € A.

Teorema 3.1 (Intersecao de o-algebras) Sejam X um conjunto e Ay, X € F, uma
colecao de o-dlgebras sobre X. Defina por A a sequinte colegdo de conjuntos de X :

A={ECX; FEe€ A\,V\e€ F}
Entao, A ¢ uma o-dlgebra sobre X e serd denotada por A = (\,cp Ax.

Demonstracao: Exercicio. [ ]

3.2 o-Algebra de Borel

Considere X um conjunto e sejam:

e A uma cole¢ao (nao vazia) de subconjuntos de X;

e F a colecao de todas as g-algebras que contém A;

Denote por A a intersecao de todas as o-algebras que contém A, isto é,

A=S (4)

SeF

Definicao 3.2 Dizemos que A € o-dlgebra erada por A.

Observacao 3.2 Note que a o-dlgebra gerada acima € a menor dentre todas as o-dlgebras
que contém A, isto €, se B € uma o-dlgebras que contém A, entio A C B.



Exemplo 3.2 (o-algebra de Borel) Considere X =R e ponha
A={E CR; E ¢ um intervalo aberto}.

A o-dlgebra gerada por A, denotada por B, é comumente chamada de dlgebra de Borel
(ou o-dlgebra de Borel). Elementos de B sdo chamados de conjuntos de Borel.

Para a teoria que iremos desenvolver sera conveniente adicionar os simbolos +00 ao
conjunto R. (Deve ficar claro que nao estaremos considerando +00 como ntimeros reais!).
Para tanto, introduzimos a notacgao

R=RU{—00,+o0}

Em particular, diremos que um elemento a € R é dito finito se a € R e infinito quando
a ¢ R. As seguintes operacoes serao utilizadas frequentemente: dado x € R temos:

o (+o0) + (£o0) =z + (£o0) = (£00) + ;
o (£00)(£o0) = +00 e (F£00)(Foo) = —o0;

[ ]
+oo, se x>0,
z(£o00) = (oo)z =< 0, se x =0,
F, se x <0.

Observacao 3.3 FEnfatizamos que nao estamos definindo quociente com denominador
(£o00) e nem a soma (4+00) + (—0o0).

A chamada algebra de Borel estendida é definida da seguinte forma: considere as as
familias de conjuntos

By = {EU{-0}; E €B}, By, = {EU{+0}; E € B}, B3 = {EU{—00, +0}; E € B}.

e defina B
B=F UFE,UE;UB.

3.3 Exercicios

Exercicio 3.1 Verifique as afirmagées do exemplo [3.1]
Exercicio 3.2 Seja (X, A) € dito um espago mensurdvel.

(a) Mostre que se Ey, Fy € A, entdo By U Ey € A.

(b) Mostre que se E;, j € N, € uma sequéncia em A, entdo a intersegio E = ﬂjeN E;
também é um elemento de A.

Exercicio 3.3 Seja F' um conjunto enumerdvel e { Ay} er uma familia de elementos de

A. Mostre que
U A, € A. (5)

AEF



Exercicio 3.4 Demonstre o teorema 3.1
Exercicio 3.5 Verifique que, de fato, a dlgebra de Borel estendida é uma o-dlgebra.

Exercicio 3.6 Sejam X,Y dois conjuntos e f : X — Y uma funciao. Mostre que se B
uma o-dlgebra em Y, entao

A={f"Y(E); E€B}
define uma o-dlgebra em X, sendo [l
fUE)={zr € X; f(x) € E}.
Dica: verifique os sequintes falos:
o) 1) =0 e f7I(Y)=X.

b) se E,F CY, entdo
FHENE) = fUE)\ fH(EF),
sendo E\ F ={x € E;x ¢ F}.

o) [FUBS=UST B e f[TINB) =N/ [Bu]-

3.4 Funcoes Mensuraveis

Para introduzirmos o conceito de fun¢oes mensuraveis iremos estar sempre conside-
rando um espago mensuravel fixado (X, .A). Assim, temos a seguinte definigdo:

Definicao 3.3 (Fungao mensuravel) Seja (X, .A) um espa¢ao mensurdvel. Uma fun-
cio [+ X — R € dita A-mensurdvel (ou simplesmente mensurdvel) se vale a sequinte
propriedade:

Va € R tem-se que A, ={r e X; f(z)>a}te A (6)

Exemplo 3.3
1. Toda fungao constante é mensurdvel
2. Sejam E C X e xg : X — R definida por

() = 1, se xeFE,
XN =00, se r¢ E.

3. Considre X =R e B a dlgebra de Borel. Entao, toda funcao continua f : R — R é
B-mensurdvel.

Proposicao 3.2 Sejam (X, A) um espago mensurdvel e f : X — R uma fun¢dao. As
sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) Va € R tem-se que A, ={x € X; f(z)>a} e A;

3Veja o Apéndice [B| para uma revisdo sobre imagem inversa.



b) Va € R tem-se que B, ={r € X; f(x) <a} e A;
c) Va € R tem-se que C,={x € X; f(zr)>a} e A;
d) Yoo € R tem-se que D, ={r € X; f(z) <a} € A.

Demonstragio: Para cada a € R temos que AS = B,. Se for A4, € A, entdo B, € A,
em virtude da propriedade ii). De modo anélogo, temos que B, € A implica em A, € A
o que demonstra a) <= b). Um argumento semelhante monstra que c¢) <= d).

Observe entao que a demonstracao da proposicao estara completa se verificarmos que
a) < c).

Suponha entao que vale a). Entdo, para qualquer 8 € R devemos ter Az € A. Em
particular, dado qualquer o € R e qualquer n € N devemos ter

Ao ={z e X; f(z) >a—-1/n} € A

Afirmamos que

Ca = ﬂ Aozfl/n-

neN
De fato, se x € C,, entao

flx) >a>a—-1/n,Yn €N,
logo € Aq_1/n, ¥n € N. Portanto, v € [,y Aa—1/n, donde Co C (), oy Aa—1/n- Por

outro lado, se = € (), oy Aa—1/n, €ntdo
f(z) >a—1/n,Yn € N.

Segue disto que f(r) > a (Por qué?), logo x € C, e assim [,y Aa—1/n C Cao. Isso
conclui a prova da afirmagao.
Como cada A,_1/, € A, entao segue da propriedade iii) que C,, € A, isto é, a) = ¢).
Finalemente, a parte ¢) = a) segue da igualdade

Aa - U Ca—l—l/n-
neN
|

Proposicao 3.3 Sejam f,g: X — R duas fungcoes mensurdveis e ¢ € R um nimero real
qualquer. Assim, as sequintes func¢oes saGo mensurdves:

a) cf; b) f?; ¢) f+y; d) fg; e) |fl.

Demonstracgao: Exercicio. [ ]

Observacao 3.4 (Fungoes complexas) Considere X um espago mensurdvel e f : X —
C uwma funcao. Neste caso, existem duas fungoes reais fi, fo : X — R tais que

f(x) = fi(z) +ifs(x), Vo € X.
Usualmente, utilizam-se as notagoes f = R(f) e fo = S(f)-
Em virtude dessas observacoes, podemos introduzir a sequinte defini¢ao
Definicao 3.4 Seja (X, A). Dizemos que uma fungao f: X — C é dita A-mensurdvel
(ou simplesmente mensurdvel) se vale ambas funcoes R(f) e (f) sdo mensurdveis.




3.5 Exercicios

Exercicio 3.7 Mostre que [ é mensurdvel se, e somente se, fT: X -Ref~: X - R
sao ambas mensurdveis. (Ver exercicio (3.12)).)

Exercicio 3.8 Verifique as afirmagoes do exemplo[3.5

Exercicio 3.9 Conclua a demonstragao da proposicao [3.2

3.6 Fungoes mensuraveis a valores na reta estendida

Definigao 3.5 Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma fungdo real (estendida) f :
X — R ¢ dita mensurdvel se vale a sequinte propriedade:

Va € R tem-se que A, ={r e X; f(z)>a}e A
Denotamos ainda
M(X,A) ={f: X = R; fémensurdvel}.

Observacao 3.5 Note que se f € M(X,A), entdo

{reX; flw) =+oc} =z € X; f(z) > j} € A

jEN
{zreX; flw) = —o0} = [z € X; f(z) < —j} € A
jeEN
Teorema 3.2 Temos f € M(X, .A) se, e somente se, 0s conjuntos
A={r e X; f(r) =40} e B={zr € X; f(z) = —o0}
pertencem a A e, além disso, a funcao f1 : X — R dada por

| flx), se x¢ AUB,
fl(ZB)_{O, se v€ AUB,

€ mensurdvel.

3.7 Exercicios adicionais

Exercicio 3.10 Considere X =R e ponha
A={E CR; E ¢éum intervalo fechado |a,b]}.

Mostre que a o-dlgebra gerada por A coincide com de dlgebra de Borel.



Exercicio 3.11 Pergunta: Produtos e somas de funcoes complexas mensurdveis sao men-
surdveis? e quanto a funcgdo |f|: X — R definida por

[fl(z) = VR + ()27

Exercicio 3.12 Dada uma funcao f : X — R definimos as funcoes f+ : X — R e
f~: X = R pondo

fH(z) =sup{f(z), 0} e f'(z)=sup{—f(x), O}
a) Mostre que f = fT—f~el|f|l=f"+f".

b) Mostre que f* =5 (If|+f) e f =35(fl—f)

¢) Mostre que f é mensurdvel se, e somente se, fT e f~ sao ambas mensurdveis.

Exercicio 3.13 Sejam (X, A) um espago mensurdvel, f : X — R uma fun¢io mensu-

ravel e ¢ : R — R uma funcao continua. Mostre que a composta oo f : X — R ¢
mensurduvel.

Exercicio 3.14 Sejam (X, A) e (Y,B) dois espagos mensurdveis. Dizemos que uma
funcio f: X =Y ¢ mensurdvel se

fYE) € A, VE € B,

em que
fUE)={r e X; f(z) € E}.

a) Verifique que se se Y = R e B = B, entdo o conceito acima coincide com aquele
que foi estudado anteriormente. Mais do que 1sso, é possivel perceber uma relacao
com as propriedades de funcgoes continuas f : R — R.

b) Sejam (X, A), (Y,B), (Z,C) espagos mensurdveis e duas fungoes mensurdveis

f:X—=Y e g:Y—>Z

Mostre que a conposta go f : X — Z € mensurdvel.



4 Medidas

Na secao anterior foi introuduzido o conceito de espaco mensuravel (X, .A), o qual
consiste de um conjunto X e uma o-algebra A. Nosso objetivo agora é considerar certas
fungbes definidas sobre A, as quais sao chamdas de medidas e generalizam a ideia de
comprimento, drea, volume, etc.

Definicao 4.1 (Medida) Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma fung¢ad]
p:A—R

¢ dita uma medida sobre A se valem as sequintes propriedades:

(M1) p(0) = 0;

(M2) n(E) > 0, para todo E € A;

(M3) Se {E,}nen C A, com E; N Ey =0 para j # k, entdo

(Us)-Sum o
neN n=1
Diremos entao que a tripla (X, A, u) é um espago de medida.

A propriedade M3 é comumente chamada de propriedade contdvel aditiva. Note que
estamos admitindo que p assuma o valor 400, logo o lado direito de pode ser igual a
+00. Assim, podemos ter u (UneN En) = +o0 em duas situacoes:

e u(E,) = +oo, para algum n, ou
e (E,) < oo, para todo n € N e a série Y~ u(E,) diverge.
Em particular, introduzimos os seguintes conceitos:

e Uma medida p é dita finita se pu(E) # oo, para todo F € A.

e Uma medida p é dita o-finita se existe {F, },eny C A tal que

X:UEn e u(k,) < oo, Vn e N.

neN

Exemplo 4.1

4Note que o dominio de tal funcdo é a colecdo A, ou seja, ela age sobre conjuntos.



1. Considere X # () and A=P(X).
w(E) =0, VE € P(X).

0, se E=0,
M(E):{ oo, se E#0.

2. Considere X # 0 and A ="P(X). Fizado p € X defina

0, se p¢ E
1, se peFE.

n(E) = {

3. Considere X =N e A = P(N).

w(E) = { #(E), se E € finito

oo, se F € infinito.

4. Serd demonstrado que no espago mensurdvel (R,B) existe uma tunica medida p :
B — R tal que

#(a,b)) =b—a
Tal medida recebe o nome: Medida de Lebesgue

Lema 4.1 Considere i uma medida sobre uma o-dlebra A. Sejam E,F € A tais que
E C F. Temos entao

a) p(E) < p(F);
b) Se u(E) < oo, entdo w(F\ E) = p(F) — p(E).

Demonstracgio: Primeiramente, note que podemos escrever F'\ E = F N E¢, logo se
E,F € A, entao F'\ E € A. Portanto, podemos esta bem definido o valor u(F \ E).
Por outro lado, temos que

F=FEU(F\E) e EN(F\E)=0,
logo
uW(F) = p(EU (F\E)) B u(E) + u(F\ B),

donde p(E) < u(F) o que prova a).
Para provar b), observe que se u(E) < oo, entao estd bem definido pu(F) — p(E).

Teorema 4.1 Considere pu uma medida sobre uma o-dlebra A.

a) Se {E,}nen € uma sequéncia crescente em A, entao

1 (U E) = lim p(Ey); (8)

neN



b) Se {F,}nen € uma sequéncia decrescente em A com p(Fy) < oo. Entao

(0
neN
Vn € N.

= lim :U(Fn)- (9)

n—oo
Demonstracao: Comecemos com o item a). Note que se u(E,) = +oo, para algum
n € N, entao ambos os lados de sao iguais a +0o. Suponha entao que p(E,) < +oo,

Defina a sequéncia {A, },en pondo

141::Eh e fLLIZE%\\E%,h n > 1.
Note que A; N A =0, j # k, e ainda

o U e U U
j=1 n=1 n=1
Temos entao
(09) (3
n=1 n=1
= ZN(An)
n=1

lim 1u(Ey),
n—o0
o que demonstra a parte a).

as hipoteses da parte a), logo:

Para a parte b), considere a sequencia F,, = F1\ F,,, n € N. Note que {E, },en satisfaz

~ @ . .
1 (U En) = lim p(B,) = lim pu(Fy\ F)
n=1
(R — lim p(F).

Uma vez que

entao

(10)
UE. =F\()F.
n=1 n=1

1 (U En> Pl (R) — (ﬂ Fn> :

Finalmente, combinando e obtemos o resultado.

(11)



4.1 O conceito q.t.p.

Num espago de medida (X, A, ) diremos que uma propriedade & vale pu—q.t.p.
(quase todos os pontoﬂ) se existe £/ € A tal que pu(E) =0

e a propriedade & é verdadeira em X \ F

Exemplo 4.2 Dizemos que duas fungoes f,g: X — R sao iguais p—q.t.p. (ou simples-
mente iguais q.t.p.) se existe E € A tal que u(E) =0 e

f(x) = g(x), Ve e X\ E

A notacao usual é:
f(x) =g(x), qtp.

Exemplo 4.3 Dizemos que uma sequéncia de fungoes f, : X — R, n € N, converge
q.t.p. para uma funcio f: X — R se eziste E € A tal que p(E) =0 e

lim f,(z) = f(z), VoeX\E,
Neste caso, temos a notacao

lim f, = f, q.t.p.
— 00

n

4.2 Exercicios

Exercicio 4.1 Verifigue que os exemplos dados em sao medidas.(Nao se preocupe
com a Medida de Lebesque). Verifique quais sdo finitas, nao finitas e o-finitas.

Exercicio 4.2 Sejam Ay, ..., Ay € A dois a dois disjuntos. Mostre que

1 (U Aj) = ZM(Aj>‘ (12)

Exercicio 4.3 Sejam p uma medida em X e U € A fizado. Mostre que a fungdo X :
A — R, definida por
AE) = puUNE),

¢ uma medida em X.

Exercicio 4.4 Considere {1, }nen uma sequéncia de medidas em X tais que pi,(X) = 1,
para todo n € N. Mostre que a fun¢ao \ : A — R, definida por

)‘(E) = Z 2_HNH(E)7

é uma medida em X.

5Nas referéncias escritas em inglés vocé ird encontra a expressao almost everywhere e a abreviacao
a.e.



Exercicio 4.5 Considere (X, A, 1) um espago de medidae defina
Z={F e A, uF) =0}
a) A familia Z define uma nova o-dlgebra em X ¢
b) Mostre que, se E € Z e € A, entao ENF € Z.
¢) Se {E,}nen C Z, entao |-, € 2.
Exercicio 4.6 (Desafiador...) Seja A a Medida de Lebesgue. Mostre que
a) Se E = {p}, entio E € B e vale A\(F) = 0;
b) Se E € um conjunto enumerdvel, entao E € B e vale A\(E) = 0;
¢c) M(a,b)) = A[a, b)) = A((a, b]) = A([a,b]) = b—a;

d) Se K C R € um conjunto compacto, entio A\(K) < +oc0.



5 Integracao de funcoes simples

Ao longo desta segao estaremos considerando fixado um espago de medida (X, A, i)
e utilizaremos as notacoes

M={f:X —R; f émensuravel}
M* ={f eM; f(zx) >0, Vz € X},
M~ ={feM; f(x) <0, Vx € X}.

Defini¢ao 5.1 (Fungao simples) Diremos que uma funcao f : X — R é simples se ela
assume apenas finitos valores, isto €, o conjunto f(X) € finito.

Exercicio 5.1 1. Toda funcao constante f : X — R € simples;

2. Sejam Ay, Ay C X tais que X = Aj U Ay e Ay N Ay = 0. Dados dois nimeros reais
distintos cq, co, a funcao f: X — R definida por

c1, se x € Ay,
Co, Se T € Ay

o ={

€ simples.

Definicao 5.2 Dado um subconjunto A C X, define-se a fungao caracteristica de A,
denotada por x4 : X — R, pondo-se

1, se €A,

XA(«T):{ 0, se z¢ A

Lema 5.1 Se f € M € uma funcdo simples, entdo existem nimeros reais distintos
ai,...,a, e conjuntos mensurdaveis E1, ..., E,, dois a dois disjuntos, tais que

f= Z a;XE;- (13)
j=1

A expressao (15) serd chamada de representag¢ao candnica de f.

[4

Demonstracgao: Exercicio. [ ]

Definicao 5.3 (Integral de fungoes simples) Seja f € M um fungao simples e (L5)) sua
representacao canonica. A integral de f, com respeito a medida i, € definida como sendo

[ ran= S au(e). (1)



Observacao 5.1 Note que podemos ter fX fdp = +oo, caso p(E;) = +o00, para algum
j. Além disso:

1. adotaremos a notagao 0(+o00) = 0, pois assim,
f=0= / fdu=0;
X

2. o wvalor fX f du estd bem definido, pois uma vez que f > 0, entao todos os a; sGo nao
negativos e assim nao corremos o risco de obter a indetermina¢ao (+00) + (—o0).

Lema 5.2 Sejam Ay, ..., A, € A dois a dois disjuntos. Entao,

/X (Z CjXA; d#) =D euldy), ¢ =0.

J=1 J=1

Demonstragao: Defina A, ,; = X \ (U?Zl Aj) e cpp1 = 0. Assim, temos a fungao

simples nao negativa
n+1

¢ = E CjXAj7
=1
ja na sua forma candnica.
n+1 n . ~
Como ¢ = 23:1 cjXa; = ijl CjX4;, POIS Cpy1 = 0, entdo

n+1

/ (Z -~y du) = [ odu =3 el

=1 j=1
n+1

=D (A ==Y ¢p(Ay) + cuip(Ansa)
j=1 j=1

= Z cjp(Aj)

Proposicao 5.1 Sejam f,g € M duas funcgoes simples e ¢ > 0. Entao,

/cf—i—gdu:c/ fd/L—i—/ng
X X X

Demonstragao: Provemos primeiramente que [, c¢fdu = ¢ [, f. De fato, se ¢ = 0,
entao cf é a funcao identicamente nula e nao temos o que demonstrar. Suponha entao



que ¢ > 0. Neste caso, temos necessariamente que p = cf € MT.
representacao canoénica de ¢ é dada por

n
¢ = E CanEj?
j=1

sendo Z?Zl ajXg, a representagao canonica de f. Assim, temos
/ cf dp = / Ydu = anju(Ej) = CZ a;ji(E;)
X X j=1 j=1

:c/xfdu.

Por fim, note que a proposicao ficard demonstrada se verificarmos que

/)(ergdu:/dequ/ngu.

Para tanto, considere as representagoes canonicas

n l
f= Z%‘XEJ- e g= ZkaFk'
=1 k=1

Note que Zi:l xr, = 1, logo, para cada j € {1,...,n}, temos

¢
XE, = XE; - 1 = Xx&; - ZXFk

k=1
l

Eod

B

M- L

XEjﬂFk .

=
Il

1

Segue disto que

3

¢
E A X E;jNFy»

k=1

f

j=1

Além disso, a

(15)

e uma vez que os conjuntos S, = E; N Fy, sao dois a dois disjuntos, entao podemos obter

do lema [5.2| que

n l

/deu =Y (BN F),

j=1 k=1

Um argumento semelhante nos da

n

/ngu =3 beu(E; N Fy),

j=1 k=1



Uma vez que

n l
FH9=>_ (aj+b)u(E;NFy),

=1 k=1

entdo obtemos novamente do lema [5.2] que

n 0
/Xf+gdu=ZZbku(EjﬂFk)

j=1 k=1
m
5.1 Exercicios
Exercicio 5.2 Demonstre o lema[5. 1.
Exercicio 5.3 Mostre que
XA XB = XAnB (16)

Exercicio 5.4 Sejam f,g € M duas funcoes simples tais que f < g e defina a funcgdao
h: X — [0, +00] pondo

_ [ g(@) = f(z), se x€ f7H([0,+00))
h(z) _{ g,, se v € [~1H{oo}).

a) Mostre que h é mensurdvel.

b) Mostre que h é simples.

¢) Mostre que [, fdu < [, gdpu.



6 Integrais de funcoes mensuraveis nao negativas

Ao longo desta se¢ao estaremos considerando fixado um espago de medida (X, A, )
e utilizaremos as notacoes

M={f:X —R; f émensuravel}
M ={f eM; f(zx) >0, Vz € X},
M~ ={feM; f(x) <0, Vx € X}.

Dada uma funcao f € M, considere o conjunto
I ={p € M*, tais que ¢ ésimples e ¢ < f}.

Definicao 6.1 A integral de uma funcao f € MT € definida como sendo o valor

[ fau= sup { / ¢du}- (17)
X peI; X

Em particular, se E € A, entao definimos

/Efdui/XfxEdu,

sendo g a funcao caracteristica de E.

Observacao 6.1 Note que fX fdu estda bem definido, pois

{/ odu;  tais que gbeﬂf} c R.
X

Em particular, toda funcao f € M™* ¢ intregrdvel!.

Teorema 6.1 Sejam f,g € M* tais que f < g. Entao:

/X fdu < /X gy

Além disso, se U,V € A sao tais que U C V', entdo

/U fdu < /V fdp.

Demonstracao: Note que nestas condigbes temos #; C .7, logo

{/ngsdu; gbeff}c{/xgbdu; gbeﬂf}.

Portanto, segue do Exercicio que

swp { [Loan} < s { [ o}

Para demonstrar a segunda parte, basta notar que

Ixv < fxv.



Proposicdo 6.1 Fizada uma funcdio simples o € M*, a funcio \ : A — R definida por

AE) = / eXE dp
X
define uma medida em X.

Demonstracao: Exercicio. ]

6.1 Teorema da convergéncia monétona

Nesta secao temos como objetivo estudar o compartamento da integral com respeito
a uma sequéncia de funcoes, isto é, queremos obter algo do tipo

/limfndu:hm/ fndp.
x " noJXx

Para tanto, se faz necessario introduzir alguns conceitos, o que é feito na sequéncia.
Primeiramente, recordemos o seguinte: uma sequéncia {y, }nensubsetR converge para um
nimero y € R se, e somente se, para cada € > 0 existir ng € N tais que

n>ng = |y, —y| <e
Além disso, da uma sequéncia {y, }nen subsetR, definimos

hm mf Y = sup{ inf y,,}

n>1m"

limsup y,, = mf { SUp Y }

neN ZL m>n

E possivel mostrar que

hm Un =Yg hm inf y, = limsupy, = yo
eN neN

Definigao 6.2 Considere uma sequéncia de fungoes mensurdveis f, : X — R, n € N.
Defninimos entao as funcoes f, F, f*, F* : X — R pondo:

flw) = inf{fa(2)}
F(z) = Sup{fn( )}
/() thmf{fn( )}
F*(x) = lim sup{ fn () }.

neN

X

X

Teorema 6.2 Se {f,}nen € uma sequéncia de fungoes mensurdveis, entao f, F, f* e F*
sao também mensurdveis.

Demonstracgao: Exercicio. [ ]



Definicdo 6.3 Diremos que uma sequéncia de funcées f, : X — R, n € N, converge
para uma funcao f: X — R se

flx) = lignfn(x), Vo e X.

Teorema 6.3 Se {f,}nen € uma sequéncia de fungées mensurdveis que converge para
uma funcao f: X — R, entao f também é mensurdvel.

Demonstracao: Exercicio. ]

Teorema 6.4 (da Convergéncia Monotona) Considere {f,}nen € uma sequéncia de
funcoes em MY tais que f, < fui1, para todon € N. Se f, — f, entao

‘AMMJ?AﬁW.

Demonstragao: Uma vez que (exercicio ) f, < f,i1 < f, entao devemos ter

anzﬂnﬂwséﬂm

I?Aﬁwgéﬂm (18)

Por outro lado, considere um ntimero real < a < 1, uma funcao ¢ € .#; e defina

logo

A, ={r e X; ap(z) < f.(z)}, neN.
Note que:
e A, € A, para todon € N;
e A, C A, 1, paratodon € N;

o X = UneNAn-

Assim, obtemos

[ avans [ fudu< [ fuda (19)
Ap An X
Nestas condigoes seguelﬂ da Proposigao que

/god,uzlim/ odpu. (20)
X " JA,

Assim, aplicando o limite em chaga-se em

a/ goduglim/ fndpu.
X noJXx

bverifique isso!!!



Uma vez que a desigualdade acima vale para qualquer 0 < o < 1, entao

/soduﬁlim/fndu-
X noJx

Por sua vez, tomamos ¢ € .#; arbitrariamente, logo

/fdMS/soduélim/ Ju dp.
X X noJx

Combinando esta tltima desigualdade com chega-se em

hm/fndus/fdughm/fndu,
noJx X noJx

/deuzligln/and,u.

ou seja,

6.2 Propriedades basicas

Veremos nesta se¢ao algumas basicas sobre integrais de fung¢oes mensuraveis positias.
Para tanto, comecemos com o seguinte resultado.

Lema 6.1 Dada f € M, existe uma sequéncia de fungoes mondtona {¢,} C F; tal que
f= lim ¢,.
n—oo
Demonstracao: Veja lema 2.11 na livro do Bartle. [ ]

Proposicao 6.2 Sejam f,g € M e ¢ > 0. Nestas condicoes, cf +g € MT. Além disso,

temos
/chrgdu:c/ fdqu/gdu.
X X X

Demonstracao: E ficil ver que c¢f + g € MT. Vamos verificar primeiramente que

| eran=c | ran

Note que se ¢ = 0, entao nao temos o que provar. Suponha ¢ > 0 e considere uma
sequéncia monoétona {p,} C & tal que f = lim,_, .
Note que

cf = lim cyp,,
n—oo

logo, pelo teorema da Convergéncia Monoétona,

/cfdu:/limcgondu
X

X
= clim/ On dpt
b's

:c/deﬂ.



Provemos agora que

/Xf+gdu=/xfdu+/xgdu-

Para tanto, considere sequéncias mondtonas {¢,} C F; e {1, } C &, que convergem
para f e g, respectivamente.
Note que, pela Proposicao 5.1} temos

/¢n+¢ndlt=/sondu+/¢ndu, Vn € N. (21)
X X X

Uma vez que f+ g = lim(p, + 1), entdo o Teorema da Convergéncia monotona nos
da

/f+gdu=/hm(son+¢n)du
X X

— i L) d

lm/X(so + ) dp

zlim/ (pnd,u—i—lim/ U, du
b X

:/deu+/ngu.

O proximo resultado, que é consequéncia do Teorema da Convergéncia monoétona, é
importante pois nos permite trabalhar com sequéncia de funcoes que nao sao necessaria-
mente monotonas.

Teorema 6.5 (Lema de Fatou) Considere uma sequéncia {fn}nen C M. Val a se-
guinte desigualdade:

/ liminf f, dp < lim inf/ fndp (22)
X X

Demonstracao: Dado m € N, defina a funcio g,, : X — R pondo

gm(l’) = mf{fm(x), fm+1<x)7 s }

Uma vez que ¢g,, < f,, para todo m < n, entao

/gmdué/fndu, m < n,
X X

/gmdugliminf/ fndp.
X X

Uma vez que a sequéncia {g,,} é crescente, entao ela deve convergir para liminf f,.
Segue do Teorema da Convergéncia mondtona que

/ liminf f, du < lim/ gn dp < lim inf/ fndp.
X X X

logo



Definicao 6.4 Dizemos que duas fungoes f,g € M(X, A, 1) sdo iguais em quase todos
0s pontos se o conjunto

E={reX; f(z)#g(x)}

tem medida nula, ou seja, u(E) = 0. Utilizaremos a notag¢ao f =g, q.t.p.

Defini¢ao 6.5 Dizemos que uma sequéncia {f,}neny C M(X, A, u) converge para uma
funcao f € M(X, A, 1) em quase todos os pontos se o conjunto

E={z € X; lim f,(z) # f(x)},

tem medida nula, ou seja, u(E) = 0. Neste caso, temos a notagao

lim f, = f, q.t.p.
n—oo

Proposicao 6.3 Considere f € M. Entao, f =0, ¢.t.p. se, e somente se,

/X fdu=0. (23)

Demonstracao: Suponha que seja valida a igualdade (23). Para cada n € N defina o
conjunto

E,={ze X; f(x) >1/n}.
Uma vez que f > 1/nyg,, para todo n € N, entao

O:/ fodp > 1/nu(E,) >0,

donde p(E,) =0, Vn € N,
Note que

{reX; f(z) #0} ={r e X; f(x) >0} =] En,

neN
logo
i({z € X; f(z) £ 0}) =0,

Para provar a outa implicacao, suponha f =0, ¢.t.p. e seja

E={zeX; f(z) £0},

para o qual devemos ter p(F) = 0.
Definindo f,, = nxg, para cada n € N, obtemos f < liminf f,,. Assim, segue do Lema
de Fatou que

OS/fdugliminf/fnd,u:O.
b's b's

O proximo resultado nos da uma versao do Teorema da Convergéncia Mondtona no
caso de convergéncia q.t.p.



Teorema 6.6 Sejam f € M* uma funcao e {fn}nen € MT uma sequéncia crescente de
funcoes tais que converge para f em quase todos os pontos. Nestas condigoes:

/de,u:lim/xfnd,u.

Demonstracao: Considere E € A tal que u(E) =0e
lim f,,(x) = f(x), Ve € F = X \ E.

Uma vez que a sequéncia de fun¢oes { f, xr fnen converge para a fungio fxp, entdo o
Teorema da Convergéncia Mono6tona nos da

/ Fror dpt = lim / o di
X X

Por outro lado, segue de p(FE) = 0 que as fungoes
h:fXE € hn:anEu n €N

se anulam q.t.p, logo

/fXEdMZO € /anEd,u:O,nGN.
X b's
Assim, segue das identidades

f:fXF_I'fXE € fn:anF_l'anE

que

/deu—/XfXFJrfxEdu—/Xfodqu/XfxEdu
:/XfXFdM
~tim [ foxedu

= lim/ fndu
X

6.3 Exercicios

Exercicio 6.1 Mostre que se f € MT e ¢ € F;, entdo

/X o < /X Fd. (24)

Exercicio 6.2 Considere o conjunto X =N, a o-dlgebra A = P(N) e a medida

W(E) = { #(E), se E ¢ finito

oo, se F € infinito.

Mostre que se f: N — R ¢ nio negativa, entio f € M*. Além disso, temos que

/N Fdu = fjfw.



Exercicio 6.3 (Desafiador) Considere X = [a,b] C R e Bx a cole¢io de todos os con-
juntos de Borel em X.

a) By € uma o-dlgebra de X;

b) se f: X = R é nao negativa e continua, entao

Lﬁmzlﬂwma

sendo que fab f(z)dz indica a integral de Riemann.
Exercicio 6.4 Demonstre a Proposicao [0.1].
Exercicio 6.5 (Desafiador) Demonstre o Teorema[6.4
Exercicio 6.6 Demonstre o Teorema 6.3

Exercicio 6.7 Considere { f, }nen € uma sequéncia de fungoes em M tais que f,, < fni1,
para todo n € N. Se f, — f, entao f, < f.

Exercicio 6.8 (Desafiador) Demonstre a validade da igualdade (20)).

Exercicio 6.9 Demonstre a Proposicao [6.1] utilizando o Teorema da Convergéncia mo-
ndtona .

Exercicio 6.10 Mostre que se f,g € Mt sao tais que [ = g, q.t.p., entao

/deMZ/ngu-

Exercicio 6.11 Considere f € M* e defina X : A — R pondo

AME) = / fdu.
E
Mostre que se u(E) =0, entao A\(F) = 0.

Exercicio 6.12 Considere uma sequéncia {f, tnen C MT. Mostre que

/);and,u:Z/andﬂ

neN neN

Exercicio 6.13 Considere uma funcao f € M™ tal

/de,u<oo.

a) Mostre que existe uma sequéncia de conjuntos {F,}nen C A tal que
o {reX; f(z)>0}=J—neNF, e
e u(F,) < oo, para todo n.

b) Dado € > 0, existe E € A tais que

Af@ﬁéfw+e



7 Funcoes integraveis
Neste capitulo iremos considerar a integral de fungoes que assumem valores positivos
e negativos. Para tanto, recordemos as seguintes notagoes: dada uma funcao f: X — R,

defini-se fT: X - Re f~: X — R pondo

fr(@) =max{f(z), 0} e f7(z) =max{-f(z), 0},

donde obtemos

f=ft-r

Definicao 7.1 Denotaremos por
L=L(X,A p)

o conjunto das funcoes reais f : X — R e mensurdveis tais que

/f+d,u<oo e /f_dp<oo.
X X

Dada f € L, sua integral, com respeito a medida p, € definida pelo nimero real

/deﬂi/xﬁdu—/xf‘du.

Observagao 7.1 Se f € M pode ser escrita como f = fi — fa, com

fof €M, fi>0, fo>0, /fldu<oo ¢ /fzdu<oo,
X X

/deui/Xfldu—/szdu-

Proposicao 7.1 Dada f € L, a funcio A : A — R definida por

entao

NE) = [ fan (25)
E
satisfaz as sequintes propriedades:
a) \(0) = 0;
b) se {E,}neny C A € uma sequéncia dois a dois disjunta, entdo

A (U En> =Y AME,).

neN neN



Demonstracgao: Exercicio. [ ]

Observagao 7.2 O nimero A(E) definido em (25) serd chamado de integral indefi-
nida de f. Em particular, se {E,}n,en€é como na proposicao, entdo denotando E =

Unen En obtemos
fan=3 [ rau
J=X

Essa igualdade serd relembrada através da sequinte frase: a integral indefinida de
uma funcao f € L é contdvel-aditiva.

Teorema 7.1 Uma fun¢do mensurdvel [ pertence a L se, e somente se, |f| também

pertence a L. Nesse caso,
/ fdu’ < / £l dn (26)
X X

Demonstragao: Exercicio. [ ]

Corolario 7.1 Sejam f uma fun¢io mensurdvel e g uma funcdo integravel. Se |f| <|g|,

entao f € integravel e vale
/Ifldﬂé/ |9l dp.
X b's

Demonstracao: Exercicio. ]

Teorema 7.2 Sejam f,g € L e a € R. Nestas condigoes:
a) af +g€L;
b) [vef +gdu=c [y fdu+ [y gdu.

Demonstracao: A prova de que af € £ é um exercicio. Verifiquemos que

/onfdﬂza/xfd,u.

e Se a =0, entao af =0, logo
/afd,u:():a/fd,u.
X X

(@f)" =aft e (af)” =af,

e o > 0, entao



logo

[ ardn= [ @pran= [ (@) dn
/)(ozf+du—/)(af_du
(o fre)
:a/de,u.

e « < 0: Exercicio.

Para demonstrar as demais afirmagoes, observe que se f,g € L, logo |f],|g| € L, pelo
Teorema Segue da desigualdade

\f+al < |fl+1dl,

da Proposicao [6.2] e do Corolario [7.I]que f+g € L.

Para demonstrar que
/ f+gdu=/ fdu+/ gdu,
X X X

observe que podemos escrever
fra=f"+g" = +9)

Assim, a igualdade desejada é obtida combinando-se a Observacao [7.1] e o Teorema
(.1l

7.1 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Estabeleceremos agora um dos resultados mais importantes da teoria da medida.

Teorema 7.3 (Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja {f,}nen C L uma sequén-
cia de fungoes integraveis que converge, q.t.p., para uma funcao mensurdvel f : X — R.
Se existe uma funcdo integravel g € L tal que |f,| < g, para todo n € N, entdo f €

integrdvel e vale
/ fdu= lim/ frdp. (27)
X X

Demonstracao: Assuma, inicialmente, que a convergéncia f,, — f ocorre em todos os
pontos de X. Uma vez que

|f(2)] = lim [ fo(2)] < g(z), Vo€ X,

entao |f] < g. Assim, segue do Corolario [7.1] que f ¢ integrével.



Uma vez que 0 < g + f,,, entao obtemos do Lema de Fatou que

/ngqu/)(fdu:/Xngfdu

< liminf/ g+ fndp
X

zliminf(/gd,u—k/fnd,u)
X X

:/gd,u—i—liminf/fndu,
b's b's

/ fdp <lim inf/ S dps. (28)
X X

Por outro lado, também temos 0 < g — f,, logo o Lema de Fatou implica em

/gdu—/fdu=/g—fdu§hminf/g—fndu
X X X X
:liminf</ gder/fnd,u)
X X

=/ gdu—limsup/ fndp,
X X

limsup/ fndug/ fdu. (29)
X X
Combinando (28)) e (29) obtemos (27).

Por fim, suponha f, — f, q.t.p., e seja
E={r € X; lim f,(v) # f(2)}
e defina a funcao f: X — R e sequéncia fn : X > R, n €N, pondo

oy = { {0, e E B o Gy = { o e 2 E

0, se z€F. 10, se xEE.

ou seja,

donde

Note que as fungoes fn sao todas integraveis e

lim f,(z) = f(z), V& € X.

Como |f,| < g, logo, pelo que foi provado acima, temos que fé integravel. Além
disso, por ser pu(E) = 0, entdo

/deu:/deu e /andu:/Xﬁ;du

Assim, segue do que foi provado que

/de“:/xfd“:hm/Xﬁzd/ﬁ:hm/andu.



7.2 Integral de Riemann e Integral de Lebesgue

Exibiremos abaixo um resultado qu mostra que toda fun¢do Riemann integravel (veja
Definicao num intervalo é também Lebesgue integravel. Mais do que isso, verifica-
se que funcoes Riemann integraveis estao sujeitas a condi¢oes sobre seus conjuntos de
descontinuidade.

Observamos que, em grande parte, a a vantagem de se trabalhar com func¢oes Lebesgue
integréveis vem do fato de que tal conceito conversa bem com operagoes de limites.
Entretanto, tal fato, em geral, nao ocorre com fungoes Riemann integraveis.

No que segue, consideraremos fungoes reais f : [a,b] — R. As integrais de f, com
respeito a Riemann e a Lebesgue, serao denotadas por

b
[ sy e .

respectivamente. (Aqui estamos entendendo p como sendo a medida de Lebesgue, como
introduzido no exemplo )

Teorema 7.4 Com respeito a uma funcdo f : [a,b] — R temos as sequintes proprieades:

a) se f € Riemann integrdvel em |a,b], entdo f é Lebesgue integrdvel em |a,b]. Neste

caso, vale a igualdade
b
/f@mzl]ﬂm
a a,b

b) se f € limitada, entido é Riemann integrdvel se, e somente se, f € continua p-q.t.p.

Demonstracao: Veja o Teorema 11.33 na referéncia [4]. n

Exemplo 7.1 Considere a funcio f:[—1,1] = R dada por

0, z ¢ Q,
f(l’) = 0, z =0,
1/q, x = p/q (irredutivel).

Neste caso, temod|
e [ ¢é descontinua nos pontos racionais;
e f ¢ continua nos pontos irracionais;

Seque destas observacoes que f € Riemann integravel, logo Lebeque. Assim:

1
dr = du = 0.
RCC [mfu

"Verifique!



O proximo exemplo mostra que existem fungoes Lebesgue integraveis que nao sao
Riemann.

Exemplo 7.2 Considere a funcao f:[0,1] - R dada por

o= {0

Temos que f nao é Riemann integrdvel, uma vez que nao € limitada. Por outro lado,
considere a sequéncia de funcoes

folz) = { 37/\;5; g)e (1/n,1],

para n > 2. Como cada funcao f, € continua, entdo € Riemann integrdvel e portanto
Lebesgue. Uma vez que lim f, = f, entao

fdp =lim fndp
[0,1] [0,1]

= lirn/1 folz)dx
0

b5

= 2.

7.3 Exercicios

Exercicio 7.1 Verifiqgue a validade da Observagao [7.1]
Exercicio 7.2 Demonstre a Proposicao[7.1].

Exercicio 7.3 Demonstre o Teorema [7 1.

Exercicio 7.4 Demonstre o Coroldrio [71

Exercicio 7.5 Termine a demosntragao do Teorema[7.9

Exercicio 7.6 Considere uma funcao mensurdvel f : X — R tal que f = 0, em quase
todos os pontos. Mostre que f € L e que

/deﬂzo.

Exercicio 7.7 Considere uma funcao mensurdvel f : X — R e seja g € L tais que
f =g, q.t.p. Mostre que f € L e que

/deu—/xgdu-



Exercicio 7.8 Considere uma fung¢ao mensurdvel e limitada f : X — R e seja g € L.
Mostre que fg € L.

Exercicio 7.9 E verdade que f € L implica em f? € L?

Exercicio 7.10 Sejam f1, fo € L. Mosre que

/flduszQdM,VEeA
FE E

se, somente se, f1 = fa, q.t.p.

Exercicio 7.11 Considere o conjunto X =N, a o-dlgebra A =P (N) e a medida

w(E) = { #(E), se E ¢ finito

oo, se F € infinito.

Mostre que se f : N — R € integrdvel se, e somente se, se Z;; f(j) € absolutamente
convergente. Neste caso, vale a igualdade

/N fdp = io:f(j)-



8 Espacos de Banach

Considere um espaco vetorial (complexo ou real) V. Uma norma sobre V ¢ uma
funcao NV : V — R que satisfaz as seguintes condigoes:

(N1) NM(u) > 0, para todo u € V;

(N2) N (u) =0 se, e somente se, u = 0;

(N3) N(Au) = AN (u), para toda constante A e todo u € V;
(N4) N(u+v) < N(u) +N(v), para todo u,v € V.

O par (V, N) & dito espago normado. Neste caso, costuma-se utilizar a notagao N (v) =
[o]]-

Exemplo 8.1 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e {eq,...,e,} uma base.

A funcio N : V — R definida por

v<§éagﬁuz

J=1

¢ uma norma em V, sendo v =37, aje;.

Exemplo 8.2 Considere Cla,b] o espaco vetorial das fungoes continuas f : [a,b] — R.
A fungciao N : V — R definida por

N(f) = max {|f(z)[}

z€(0,1]

¢ uma norma em Cla, b|.

Exemplo 8.3 Considere Cla,b| o espago vetorial das fungoes continuas f : [a,b] — R.

A funcio N : V — R definida por
b 1/2
- ([ )

¢ uma norma em Cla, b|.

Definigao 8.1 Considere {x, tnen uma sequéncia num espago normado (V,N).



a) Dizemos que {x,}nen converge para x € V se, para cada € > 0 existir ng € N, tais

que
n>ny = ||z, —z|| <e

b) Dizemos que {xp}nen € uma sequéncia de Cauchy se , para cada € > 0 existir
no € N, tais que
n,m>ny = ||z, — Tn| <e.

Teorema 8.1 Toda sequéncia convergente é de Cauchy.

Demonstragao: De fato, considere {x, },en em (V,N) que converge para x € V. Dado
e > 0, considere ¢ = €/2. Para este ¢ existe ng € N tais que

n>ny = ||z, —z|| <€. (30)
Dados quaisquer m,n € N temos que

[0 = 2|l = [|(zn = 2) = (2m — 2]

< lon = 2l + lom — 2|
Se for m, m > ng, entao

[z = @mll < lan — || + [[2m — 2]

<6/+€/:€.

Portanto, {x, }nen € de Cauchy.

O préximo exemplo mostra que, em geral, a reciproca deste resultado nao é valida.

Exemplo 8.4 Considere P[0,1] o espaco de todos os polinémios reais P : [0,1] - R. A
funcao N : V — R definida por

N(P) = max {|P(x)|}.

z€[0,1]

¢ uma norma em P[0, 1]. Considere em P[0, 1] a sequéncia {P,}nen dada por
3

r x z" "L gk
PA@Z”“T?*"*H:%H'

Se m < n, entao dado x € [0, 1], temos

Ny "1
|Po(x) — Pp(2)] = Z T < Z Tl
k=m-+1 k=m+1
logo
"1
k=m+1

Uma vez que lim,, Y _, 1/k! = e, entao {P,},en € de Cauchy. Entretanto, tal sequén-
cia converge para a func¢ao exponencial, a qual nao é um polindmio.



Defini¢ao 8.2 Um espaco normado (V,N) é dito completo, ou de Banach, se toda

sequéncia de Cauchy é convergente.

Exemplo 8.5 Os espagos normados dos exemplos e s@o de Banach.

Defini¢ao 8.3 Um produto interno num espaco vetorial (real ou complexo) € uma fungao
P:VxV =R (ouP:V xV = C) que satisfaz as sequintes propriedades:

(P1) P(au+v,w) = aP(u,w) + P(v,w), u,v,w € V e toda constante o;

(P2) P(u,u) >0, valendo a igualdades se, e somente se, u = 0;
(P3) P(u,v) =P(v,u), para todo u,v € V;

Neste caso, escrevermos mathcal P(u,v) = (u,v)

Exemplo 8.6 Sejam V um espaco vetorial de dimensao finita e {ey, ..

A fungcao P :V x V — C definida por

<U7 U> = Z O-’jﬁ_j
j=1

define um produto interno sobre V, sendo

n n
u= E aje; e v= g Bje;.
=1 j=1

Exemplo 8.7 No espaco Cla,b] temos o produto interno definida por

(f,9) :/ f(x)@dx

Teorema 8.2 Se V' é um espago com produto interno (-,-), entdo
lull = (u,u)'/?
define uma norma sobre V.

Demonstragao: Exercicio.

., en} uma base.

(31)



Exemplo 8.8 No espaco Cla,b] temos o produto interno definida por

(f.9) = / f(x)g(@)de,

1= ([ 15wpa) "

Observacao 8.1 Nem toda norma € oriunda de um produto interno. Pesquise sobre a
ler do paralelogramo.

logo obtemos a norma

Definicao 8.4 Um espaco com produto interno V é dito um espaco de Hilbert quando
(V|| -11) € um espago de Banach, sendo || - || definida por (31).

8.1 Exercicios

Exercicio 8.1 Considere o espago vetorial Fla,b] das fun¢oes limitadas f : [a,b] — R.
A funcao N : V — R definida por

11l = sup]{lf(ﬂf)|}

z€[0,1
¢ uma norma em Fla, b]?

Exercicio 8.2 Considere o espago vetorial Ct{a,b] das fungées limitadas f : [a,b] — R.
A funcio N : V — R definida por

1P = Sup]{\f’(w)!}

z€[0,1
¢ uma norma em Fla,b]?
Exercicio 8.3 Demonstre o Teorema[8.2
Exercicio 8.4 (Desafiador...) Sejam N1 e Ny duas normas quaisquer em R™.

a) Mostre que existem constantes positivas A e B, que so depende de n, tais que
AN (u) < Ni(u) < BNs(u),Yu € V. (32)

b) Mostre que se (R™,N7) é de Banach, entao (R™, N3) também o é.

¢) Mostre que (R™,N') é de Banach, seja qual for a norma N.

Exercicio 8.5 (Desafiador...) Mostre que todo espago vetorial normado de dimensao
finita V' € de Banach.
Dicas:

e os itens a), b) e ¢) do exercicio anterior sao vdlidos aqui também
e todo espaco vetorial de dimensdo finita € isomorfo a R";
e utilize a existéncia do tsomorfismo acima para construir uma norma em V' ;

e Via tal isomorfismo, conclua que V' é de Banach.



9 Os espacos L*

Comecemos observando que £ = (X, A, ) é um R espaco vetorial com as operagoes
naturais

LxL>(f,9)= f+g (f+9)(zx)=f(z)+g(x)

Rx L3 (a,f) = af; (af)(@) = af(@)
Além disso, estd bem definida a funcdo N, : £ — R dada por

No(f) = /X fldp.

a qual satisfaz as propriedades
1. N.(f) > 0, para toda f € L;
2. Nu(af) =|a|N,(f), para todo a € R e todaf € L;
3. Nulf +9) S NL(f) + Nulg), para todo f, g € L.

Note que N, ndo define uma norma em L, pois nao é verdade que N,(f) = 0 implica
em f = 0. De fato, o que temos é o seguinte:

Nu(f) =0 f=0p—qtp.
Para corrigir esta “falha", considere em L a relacao de equivaléncia
f~g=f=gp—qtp.
Para cada fL, sua classe de equivaléncia é o conjunto
fl={9€L; f=gpn—qtp}.
Podemos entao introduzir o seguinte espaco de funcgoes.

Definigao 9.1 O espaco de Lebesgue L' = LY (X, A, 1) consiste do conjunto de todas as
relacoes de equivaléncia em L munido das operacoes usuais

alf] = laf] e [f1+g] = [f + 4]

Teorema 9.1 A funcio N, : L' — R dada por

N = /X Fldu (33)

estd bem definida e é uma norma sobre L'.

Demonstracgao: Exercicio. [ ]



Observacao 9.1 Devemos sempre ter em mente que os elementos de L' sao classes de
equivaléncias, ou seja, conjuntos. FEntretanto, por abuso de notacao, dada uma classe
[f] € L' utilizaremos as expressoes f € L', ou f € uma fungio em L'. Em particular,

ulilizaremos as notacoes
Nu(lfD) = Nu(f) = I 1ls-

Definicao 9.2 Dado 1 < p < oo defini-se por LP = LP(X, A, ) o conjunto de todas as
classes de equivaléncia [f], tais que f € mensurdvel e

|fIP € L.

Tal conjunto € dito espaco de Lebesque das funcoes p-integrdveis, o qual € uma espaco
vetorial com as operacoes usuais

alf] = laf] e [f1+g] = [f + 4]

Para cada classe [f] € LP associa-se o nimero real

191, = ([ 177 an) v (34)

Teorema 9.2 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP e g € LY tais que p > 1 e
1/p+1/q= 1. Nestas condicoes, temos fg € L' e vale

19l < [1f [l lgllq- (35)
Demonstracao: Considere 1 < a < 1 e a funcao
o(t) =at —1% t > 0.

Utilizando o teorema do valor médio é possive]ﬂ mostrar que ¢(t) = 1 se, e somente
se, t = 1. Além disso, mostra-se que

t*<at+(1—a), t>0.
Dados a > 0 e b > 0 obtemos, para t = a/b, a desigualdade
a®b' ™ < aa+ (1 — )b, (36)

valendo a igualdade apenas quando a = b.
Em particular, se p e ¢ sdo como no enunciado, entao, para o = 1/p, segue de (36])
que

al/Ppl/e < L é (37)
p q
Assim, dados dois ntimeros rais A > 0 e B > 0 obtemos de que
AP B
AB< T 2 (38)
p q

8Verifique!!!



Finalmente, sejam f e g como no enunciado, com ||f|l, # 0 e ||g|]|; # 0. Para cada

r € X, ponha
U@l @l
£l lgllq

Segue de (38)) que

F@g@)| _ [F@)P g
flllgle = pr|f\rp+qrrgrrZ’V””€X' (39)

Observe que o produto fg é mensuravel, uma vez que ambas as funcoes o sao. O
lado direito de ¢ integravel. Logo, temos do Corolario [7.1] que fg é integravel. Mais

ainda,
/. (W) ins | (|}f||(f|)|| ! |§|(|g|)||> ‘

F(x)P lg(z)]e
d d
< PIE M )l
1

1
_ pd q
p||f||£/x’f“>‘ “pnfnp/ g@)l*d
IR el

= -
pliflls I
11

p g
=1.

. Rt o=, . s

Il
71l

Combinando essas duas estimativas chaga-se em (35)).

Por outro lado,

Observacao 9.2 A desigualdade de Hélder o produto de uma fungdao em LP por uma em
LY resulta numa fungao integravel, quando p > 1 e 1/p+ 1/q. Neste caso, diz-se que p e
q sao indices conjugados.

Teorema 9.3 (Desigualdade de Cauchy-Bundyakovskii-Schwarz) Sejam f,g € L*.
Entao, fg ¢é integravel e vale

gdu’ < [ 1foldu <1121l (40)

Demonstragao: Segue da desigualdade de Holder para p = g = 1/2. [ ]



Teorema 9.4 (Desigualdade de Minkowski) Sejam f,g € LP, p > 1. Entdo, f+g €
LP e
1f+9llp < 1Fllp + llglly (41)

Demonstracao: O caso p = 1 ja esta feito, logo podemos assumir p > 1. Note entao
que
(f+gP=F(f+9) " +g(f+g "

Por Holder, temos

/X f(f+gPdu < (/X fr du) " (/X(f +9)" du) Uq? (42)
/Xg(f +9)' du < (/X 9 du) " (/X(f +9)" g du) l/q- (43)

Somando e temos

/X(HQ)WS UX(fﬂLg)”durq [(/Xfpdu)l/er (/Xgpdu)l/p], (44)

uma vez que (p — 1)g = p.
Dividindo por [ [ (f+ g)P du] /e chega-se

Ux(fﬂtg)pdu S}ll/qﬁ (/Xf”du)l/p+ (/Xg”du>l/p-

Mas, 1 — 1/q = 1/p, logo

[/X(Hg)pdué]l/pé </Xfpdu)1/p+(/xg”dﬂ)l/p,

0 que prova o resultado.

bem como

[ ]
Corolario 9.1 O nidmero || - ||, dado em (34) define uma norma em LP.
Demonstracgao: Exercicio. [ ]
Teorema 9.5 O espagco LP € uma espago de Banach com respeito a norma || - ||,, para

cada 1 < p < 0.

Demonstracao: Considere { f,, },en C LP uma sequéncia de Cauchy. Por definigao, dado
e > 0, existe ng € N tais que m,n > ny implica em

/X o= falP = [ fon — fullL < (15)



Segue disto que podemos obter uma subsequéncia {gi }ren de {f,} tal que
lgkss — gellp < 27, k€N, (46)

Considere a funcdo ¢ : X — R dada por
9(2) = |gr(@)] +lim Y |grir (@) — ge(2)],
k=1

a qual pertence a MT(X, A, u).
Pelo Lema de Fatou, temos que

/Xlglp dp < ligg}f{/X (Igl(:v)l +> gk (@) —gk(x)|> du}

Agora, aplicando Minkowski, obtemos

1/p n
([ o) < timine {nglup 3 g - gkup}

< Hgl”p + L

Portanto, se £ = {x € X;g(z) < oo}, entdo £ € Ae u(X \ E) = 0. Assim, a série
que define g converge u-q.t.p.. Em particular, temos também que gxyg € L*.
Defina entao a funcao f : X — R, pondo

B (x), se x €F,
f(x)—{ g, se ©¢FE.

Note que |gx| < Z;’ik lgj+1 — 9;] < g e ainda g — f, q.t.p. Portanto, segue do
Teorema da Convergéncia Dominada que f € LP.

Uma vez que |f — gx|P < 2P¢gP, entao novamente pelo Teorema da Convergéncia Do-
minada, temos

0 = Tm | f = gllp,

donde segue que g converge para f com relacao norma de LP.
Segue de que se m > ng e k é suficientemente grande, entao

/ ‘fm - gk|pdﬂ S e’
X

Pelo lema de Fatou,
/ ‘fm_flpd:ughmlnf/ ’fm_gk‘pdlﬁ<€p,
X k X

para todo m > ng. Portanto, a sequéncia { f,,} converge para f em LP.



9.1 Exercicios

Exercicio 9.1 Demonstre o teorema [

Exercicio 9.2 Sejam f € L' e € > 0. Mostre que existe uma funcao @ mensurdvel e
simples tal que

If =l <e

Exercicio 9.3 Demonstre o Coroldrio [0

Exercicio 9.4 Mostre que
(f.9) = / fadu
X

define um produto interno em L*. Conclua que L* é um espaco de Hilbert quando munido
com tal produto interno.



10 O espago L?

Neste capitulo investigamos algumas propriedades do espacos L?, ou seja, 0 espaco
das classes de equivaléncia [f], tais que f é mensuravel e

P eL,

R
X
Segue do Exercicio que (L% (-,)) é um espago de Hilbert, com

(f.9) = /X fadp,

1/2
Hmmzmﬁmz(émw@ |

Nesta secao iremos admitir fungoes f : X — C. Em particular, o produto interno em
L? assume a forma

ou ainda,

Umzéwm

sendo que g indica o complexo conjugado da funcao g.
Demonstracao: Consequéncia do Teorema (9.3)). n

O resultado abaixo diz que o conjunto da fungoes continuas f : [a,b] — C é denso em
L?*([a,0]).

Teorema 10.1 Seja f € L?*([a,b]). Dado € > 0, existe g € C([a,b]) tais que
If =gl <e

Demonstracao: Veja o Teorema 11.38 em [4]. u

Defini¢ido 10.1 Uma sequéncia de fungoes {pntnen C L? € dito ortonormal se

_ 0, se m #n,
/ PP dpt = { 1 ’
X

, se m=n.

Considere entao uma sequéncia ortonormal {¢, },en C L? e seja f € L% Definimos
0S numeros

cn:/ fe,du, Yn e N.
X

Para indicar que ¢, sdo os coeficientes de f, com respeito a {¢, }nen, iremos utilizar

a notacao
f= Z CnPn-
neN

Neste ponto, enfatizamos que nao estamos assumindo qualquer tipo de convergéncia
no lado esquerdo da expressao acima.



10.1 Generalizagoes dos cursos de equacoes diferencias

O proximo resultado, conhecido como identidade de Parseval, estende técnicas apre-
sentadas nos cursos basicos de equagoes diferenciais.

Teorema 10.2 Considere f € L*([—n,7]) e suponha

oo
f% 2 : Cnezn:v.
n=—oc
Denotando S; = fL:_j €™, obtem-se

lim ||f — S,||z2 = 0.
n—oo

Além disso, temos que

o0 1 T
S lef =5 [ 11Pdn

n=—oo

Demonstracao: Ver Teorema 11.40 em [4]. n

Corolario 10.1 Se f € L*([-n,n|) € tal que ffﬂ fe ™ dy = 0, para todo n, entdo
1fz2 = 0.

E interessante observar que, deste resultado, podemos afirmar o seguinte: se

entao f = g, q.t.p.

10.2 Os resultados acima em espacos X quaisquer

Teorema 10.3 Sejam {p,} uma sequéncia ortonormal em L? e {c,} uma sequéncia de
nimeros complezos tais que Y |c,|* < 0o. Defina a sequéncia

Sn = C1¥1 —+ +Cn§0n

Nestas condicoes, existe f € L? tal que s, converge para f, na norma de L*. Mais

ainda,
f= Z Cn'Pn-

neN



Demonstracao: Ver Teorema 11.43 em [4]. n

Definicao 10.2 Um sequéncia ortonormal {¢,} € dita completa se

/ JP,dp=10,Yn €N,
X

entdo || f]|r2 = 0.

Teorema 10.4 Seja {p,} uma sequéncia ortonormal completa. Se f € L* ¢ tal que

R enpn,

neN
entao
RN
X neN
Demonstracao: Ver Teorema 11.45 em [4]. n

Finalmente, podemos concluir o seguinte: combinando os Teoremas e temos
que toda sequéncia ortonormal induz uma correspondéncia biunivoca entre fungoes em
L? com sequéncias numéricas {c, }, tais que Y |¢,|? < oo.

Mais do que isso, a representacao

FRY 7 cnpn,

neN

indica que L? pode ser visto como um espaco euclidiano de dimensao infinita, no qual ¢,
sao as coordenadas e ¢, é uma “base".



A Conjuntos

Nao serd foco deste curso uma discussao formal sobre o conceito de conjunto. Para
nossos fins a seguinte definicao, dada por George Cantor (1845-1918), sera suficiente:

Chama-se conjunto o agrupamento num todo de objetos, bem definidos e discerniveis,
de nossa percepcao ou de nosso entendimento, chamados os elementos do conjunto.

Ao longo desta disciplina (bem como ao longo do curso de matematica) estudam-se
varios tipos de conjuntos como, por exemplo, os numéricos, de pontos, de curvas, de
funcoes, de triangulos, etc. Alguns exemplos sdo:

(a) Os conjuntos’| numéricos:

N=1{1,2,3,..}
Z=1{.,-3-2,-1,01,23,..}
Q={p/¢; pgeZ, q#0}

I = {ntimeros irracionais}

R=QUI

C={z=a+ib a,beR; i*=—1}
(b) Conjunto das fungdes polinomiais, das fungdes trigonométricas;

(c) Gréficos de fungoes;

(d) Retas, planos, esferas;

Tendo como base a definicao dada por Cantor iremos sempre assumir o seguinte: um
conjunto A é formado por seus elementos e iremos dizer qualquer um de seus elementos
pertence a ele. Neste sentido, temos as notacoes:

r € A=z ¢éum elemento (ou pertence) ao conjunto A.

r ¢ A=z nao éum elemento (ou nao pertence) ao conjunto A.

Neste ponto, defini-se o conjunto vazio, denotado por (), 0o qual nao possui nenhum
elemento [l
Para ilustrar o uso das notacoes acima, considere os conjuntos

A=1{1,2,7,9}, B={1,7} ¢ C =1{9,10}. (47)
Podemos entao afirmar que

e lcA2cA TeAe9e A,

9Veja que varias das igualdades abaixo ndo tem nenhum rigor matemético...
19QObserve que estamos, neste ponto, contrariando o que estivamos assumindo: um conjunto A é
formado por seus elementos...



e lcBeTeB;
e 9ec(Celle(;

Com respeito ao exemplo acima destacamos os seguintes fatos:
(i) Note que todos os elementos de B sao também elementos de A;
(ii) Existem elementos de A que nao sao elementos de B;

(iii) Os conjuntos B e C' nao possuem elementos comuns.

Com base nestas observagoes introduzimos os seguintes conceitos:
Definicao A.1 Sejam A e B dois conjuntos.

(i) Dizemos que B € subconjunto de A (notagao B C A) quando todo elemento de B
for elemento de A;

(ii) Dizemos que B é subconjunto proprio de A (notacao B C A) quando B C A e
existe pelo menos um x € A tal que x ¢ B;

(11i) Dizemos que os conjuntos A e B sdo iguais quando A C B e B C A. Neste
caso, escreve-se A = B. Em particular, escrevemos A C B para indicar que A é
subconjunto de B, ou igual a B.

Enfatizamos os seguintes fatos:

a) A defini¢ao de igualdade de conjuntos, apesar de ser muito intuitiva e, aparente-
mente, trivial fornece uma importante ferramenta para a demonstragao de alguns
resultados. Vamos explorar este assunto mais adiante.

b) Convém ressaltar que, tdo importante quanto entender quando um conjunto A é
subconjunto de um conjunto B, é entender quando essa propriedade falha: A nado
estd contido em B, quando existe alguma elemento de A que nao € elemento de B.
Em simbolos:

AgB=3drvecA; x¢B.

¢) Note que o conjunto vazio é subconjunto de qualquer outro conjunto.

Exemplo A.1 Se A, B e C sao os conjuntos em (A7), entao:

« BCA; « A#B;

Exemplo A.2 Considerando o conjunto A ={0,2,{3,7}} temos:



e 0 € A e 3¢ A;

o {3,7} € A; o {{3,7}} C A;
o {2} C A; o 7T¢ A;

o {0,2} C A; o {3} ¢ A;

Definicao A.2 Sejam A e B dois conjuntos tais que A C B. Defini-se o complementar

de A, com respeito ao conjunto B, como sendo os elementos de B que nao estao em A.
Utilizaremos as notacoes B — A, ou AC. Assim, temos:

A =B - A={x € B, tais que ¢ A}
Exemplo A.3

o Se A={1,2} e B=1{1,2,3,4}, entao A = {3,4}.
e Se A={1,2} e B={1,2}, entio A° = ).

Exercicio A.1 Considere o conjunto A = {1,3,5,7,11}. Determine quais das afirma-
coes abairo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) 1e A (d)y 11€ A (g) {1,3}n{3,5,7} C A
(b) 2€ A (e) {1} €A (hy4cCc A
(c) 7¢ A (f) {1,3,4} Cc A i) Dc A

Exercicio A.2 Considere os conjuntos

A= {17 2, 3} € P(A) = {Q)a {1}7 {2}’ {3}7 {17 2}7 {17 3}7 {27 3}7 {17 2, 3}}
(a) Verifique se sao falsas ou verdadeiras as seguintes afirmagoes:
(a1) 2 € A
(az) 11 € A;
(a3) 1€ P(A);

(ag) {1,3} C A;
(a5) {2,3} € P(A);
(ag) {1,3} € 4;

Exercicio A.3 Considere os conjuntos

o A=1{1,2,3,4,5}, o B={23,4}, o C={2,4,5}.

Determine quais das afirmagoes abaizo sao falsas e quais sao verdadeiras.

(a) ACB (¢ BCA

(e) CCA
(b)y AcCC

(g) CcC
(dy BcC (f)y CcB

(h)y 0c B



A.1 Uniao e Intersecao

Dados dois conjuntos A e B, a reuniao (ou uniao) o novo conjunto, denotado por
AU B, que contém todos os elementos de A e todos os elementos B. Em simbolos:

AUB = {z, taisque x € A, ou z € B} (48)

Por sua vez, a intersecao de A e B é conjunto, denotado por A N B, que contém os
elementos comuns a A e B. Em simbolos:

ANB={z, taisque x € A, e x € B}. (49)

Exemplo A.4 Sejam A, B e C o0s conjuntos A = {1,5,7,9}, B = {1,7,10} e C =
(8,10},

e AUB={1,5,7,9,10}; e ANB={1,7};
e BUC ={1,7,8,10}; e BNC = {10};

Proposicao A.1 As seguintes afirmacoes sao verdadeiras para quaisquer subconjuntos
A, B e C de um conjunto U.

(a) (ANB)C A (e) (ANB)NC = AN (BNC)
(b) AcC (AUB) (f) (AUB)UC =AU (BUC)
(¢c) AcCBeBCC = AcCC (9) (AU B)Y = A° N B¢
(d) (AUB)=(ANB) < A=B8B (h) (AN B)® = A°uU B¢

Demonstragao:

(a) Pela defini¢ao de inclusao devemos provar que qualquer elemento do conjunto AN B
¢ também um elemento do conjunto A. Considere entao x € AN B. Segue de
que r € Aex € B, logo

r€ANB=—=rcA=— ANB CA.

(b) Para verificar este item devemos mostrar que todo elemento de A é um elemento
de AU B. Para tanto, dado z € A segue de que v € AU B.

(c) Exercicio.

(d) Este é um resultado do tipo se e somente se, ou seja, devemos provar duas
afirmacoes:

(i) (AUB)=(ANB) = A=B5;
(i) A=B = (AUB)=(ANB);



Para provar (i) devemos assumir que vale a igualdade (AU B) = (AN B) e provar
que A = B, ou seja, demonstar que A C Be B C A.

Considere entdao x € A. Segue do item (b) que x € AU B, mas pela hipotese
(AUB) = (AN B) temos

reACAUB=ANB,

entao x € AN B e pela definicao de intersecao obtemos x € B, portanto A C B.

Para provar que B C A podemos seguir as mesmas ideias, pois para © € B temos
reBCAUB=ANB,

concluindo entdo a prova da afirmacdo (i).

A demonstracao da afirmacao (ii) segue dos seguintes fatos:

A=B — AUB=AUA=A

A=B — ANB=ANnA=A
Assim, AUB = A = AN B, logo fica conluida a prova do item (d).
(e) Exercicio.
(f) Exercicio.
g) Para provar a igualdade destes conjuntos devemos verificar as duas inclusoes
P igualdade d j d ifi d incluso
(i) (AUB)® c AN B°
(ii)) AN B° c (AuB)“

Para verificar (i) note que se z € (AU B)¢, entdao x ¢ AU B, logo x ndo pode ser
elemento de A e nao pode ser elemento de B. Temos entdo x ¢ A e x ¢ B, ou seja,
z € A® e x € B¢. Mostramos entdo que

r€(AUB)® = ze€ AN BY

Agora,sexz € A°NBYentdoxr ¢ Aex ¢ B, logox ¢ AUB e portanto z € (AUB)Y,
o que conclui a prova de (ii).

(h) Exercicio.

Exercicio A.4 Dados os conjuntos
A={1,2,3,4} B={2,4,6,8} C =1{3,4,5,6},

determine:



e ANBeAUBRB e (ANB)NC e AN(BNC)
e ANC e AUC e (AUB)UC e AU(BUC()
e BNC eBUC e (ANB)UC e AN(BUC)

Exercicio A.5 Considere o conjunto universo U = {1,2,3,4,5,6,7,8} e os subconjuntos

X ={1,2,3,4,5,5}, Y ={1,2,3} ¢ Z={4,6,8}.

Determane:
o XO YC ez e XNY,XNZeYNZ e (XNY) eX9NYC©
e X°NX eXUX e (XUY)Y eXCUYC© e (XNZ) eX“NnZzC

A.2 Produto cartesiano

Seja {z,y} um conjunto, cujos elementos podem ou nao ser distintos. Para estes
elementos definimos dois novos elementos, chamados de pares ordenados, indicados por
(x,y) e (y,z). Dado um outro par ordenado (2’,y") definimos

(x,y) = (2,y") se, e somente se, z =2" e y=1

Definicao A.3 Dados dois conjuntos nao vazios A e B definimos o produto cartesiano
(notagao A x B) de A por B como sendo o conjunto de todos os pares ordenados (x,y)
tais que x € A e y € B. Simbolicamente:

AxB={(z,y); r€ A e ye B}

Exemplo A.5 Com respeito aos conjuntos A = {a,b}, B ={1,2} e C' = {0} temos:

(a) Ax B={(a,1),(a,2),(b,1),(b,2)} (b) AxC ={(a,0),(b,0)}

Observacio A.1 E interessante notar que o produto cartesiano ndo é comutativo, ou
seja, nem sempre vale a igualdade A x B = B x A. De fato, basta considerar o produto
de conjuntos distintos.

Exercicio A.6 Determine os elementos dos sequintes produtos cartesianos:
o {1} x{1,2} e {1,2,3} x {4,5,6}
o {1,2} x {a,b,c} e {0,2} x{0,2}
o {0,1} x{3,4} o {{1,2}, {31} x {{5}.{6}}



Exercicio A.7 Considere os conjuntos A = {a,b,c}, B = {2,3} e C = {3,4}. Deter-
mine:

e Ax (BUC) e (AXxB)UAXC)
e AX (BNCO) e (AxB)N(AxC(C)

Exercicio A.8 Prove as sequintes afirmacoes:
(a) (AUB)xC=(AxC)U(BxC(C); (c) (A—B)xC=(AxC)—(BxC);
(b) (ANB)xC=(AxC)n(BxC(C); (d) ACA,BCB' = AxBCA xB;

A.3 Relacao de equivaléncia

Nesta secao introduziremos a nocao de um elemento a de um conjunto A estar rela-
cionado a um elemento b de um conjunto B, o que iremos denotar por aRb. Note que a
notagao aRb exibe os elementos a e b justamente como a notagao (a,b) para um elemento
do cartesiano A x B. Tal comparacao nos leva a seguinte defini¢ao.

Definicao A.4 Uma relacio entre os conjuntos A e B € um subconjunto R de A X B.
Neste caso, lés-se (a,b) € R como a estd relacionado com b e utilizamos a notacdo aRb.

Exemplo A.6 Considere A um conjunto e o produto cartesiano A x A. Uma relagcao de
A com A € o conjunto
R =A{(z,y) € Ax Az =y},

ou seja, A = {(x,x);x € A}. Em particular, note que se x # vy, entao (x,y) # R. Logo,
tal relacao nada mais é do que a relagao de igualdade entre elementos.

Observagao A.2 Uma relagao entre um conjunto A e ele mesmo serd chamada de re-
lacao em A.

Exemplo A.7 O conjunto
R ={(a,b) € Zx Z; pq =0}
define uma relacao de Z. Em particular, note que se p,q € 7Z, entao

pRq <= pq = 0.

Exemplo A.8 O conjunto
R ={(z,y) e RxR; x —y=2wm, para algum m € Z}
¢ uma relacao de R. Em particular, note que se x,y € R, entao

TRy < dmeZ; x—y=2mm.



Definicao A.5 Uma particao de um conjunto A € uma decomposicao deste em subcon-
juntos tais que cada elemento de A pertence a apenas um destes subconjuntos. Tais
subconjuntos sao chamados de células.

Exemplo A.9 a) O intervalo I = [1,2] C R pode ser escrito como

I=11,1/2)U1/2,2]
b) O conjunto N pode ser particionado como

N = U E;, sendo E; ={j}.

jEN

Note que uma particao sobre um conjunto A define, de forma natural, uma relacao R
sobre A, a saber: dados x,y € A ponha

TRy = x e y pertencem a mesma célula. (50)
Note que tal relacao satisfaz as seguintes propriedades:
e Rz, para qualquer x € A;
e se xRy, entao yRuz;
e se TRy e yRz, entao zRz.

Relagoes que satisfazem tais propriedades sao de grande interesse, logo introduzimos
o seguinte conceito:

Definicao A.6 (Relacao de Equivaléncia) Uma relagio R num conjunto A € dita
relacdo de equivaléncia quando satisfaz as sequintes propriedades:

(reflexiva) xRz, para todo x € A;
(simétrica) se 2Ry, entio yRx;
(transitiva) se 2Ry e yRz, entdo xRz.

Para uma relacao de equivaléncia iremos utilizar a notacao x ~ y, ao invés de xRy.

Exemplo A.10 Em R temos a relacao de equivaléncia
r~y= dmeZ, v—y=2rm.

De fato, note que se x € R, entao x —x =0 = 270, logo x ~ x. Se x ~ y, entao
existe m € 7Z tal que
r—y=2mm—=—y—x=2n(—m),

logo y ~ x, pois —m € Z.



Finalmente, suponha x ~ vy, y ~ z e sejam m, k € Z tais que
r—y=2mm e y—z=_2rk.
Note que

r—z=r—sty—y=(r—y)+(y—2)
= 2mm + 27k
=2n(m+ k).

Comom+k € Z, entao x ~ z.

Exemplo A.11 Considere X um conjunto e P(X) o conjunto de suas partes, ou seja,
P(X)={A4; AcC X}
Em P(X) temos que a relagao
ARB =AC B.

nao € de equivaléncia.

Exemplo A.12 (Para aqueles que ja tem nogao de limites de sequéncias) Considere
I’ o conjunto de todas as sequéncias de numeros reais. Dadas duas sequéncias

X = {xn}nGN e Y = {yn}nEN»

podemos definir a sequinte relacao de equivaléncia em I':

X ~Y = lim z, = lim y,.
n—oo n—oo

Exercicio A.9 Seja A um conjunto no qual estd firada uma particio. Mostre que a

relagao € de equivaléncia.

Definigao A.7 (Classe de equivaléncia) Considere uma relagao de equivaléncia ~
em um conjunto A. Dado x € A, sua classe de equivaléncia €, por defini¢cdo, o con-
Junto

2] ={y € A; v ~y}.

Os elementos de [x] serao chamados de representantes da classe. O conjunto de
todas as classes de equivaléncias, geradas por ~, é chamado de conjunto quociente e serd
denotado por A | ~. Assim,

A/ ~={[z]; x € A}.

Lema A.1 Considere uma relacao de equivaléncia ~ em um conjunto A. Entdao, sao
validas as sequintes afirmacoes:



i) [x] # 0, para qualquer x € A;
i) se a,be [z], entdo a ~b;
iii) Se a € [z], entao [x] = [a];
i) Dados z,y € A, entao [z] = [y], ou [z] N [y] = 0.
Demonstracao: Note que x ~ z, para todo = € A, logo = € [z], portanto [z] # 0.

Assim, fica provada a parte i).
Para verificar ii), considere a,b € [z]. Entdo,

r~a e x~Db.

Como = ~ a implica em a ~ z (por simetria), logo (por transitividade) a ~ b.
Verifiquemos agora a afirmagao iii). Para tanto, sejam b € [a] e a € [z]. Por definigao,
temos
r~a e a~Db,

portanto (transitividade) x ~ b, logo b € [z], ou seja, [a] C [z]. Um raciocinio anilogo
mostra que [x] C [a], portanto [z] = [a].
Finalmente, demonstremos a parte vi), o que equivale a provar o seguinte:

se [z] N [y] # 0, entdo [z] = [y].
Considere entao z € [x] N [y]. Por definicao, temos:
(Hrx~ze (II)y~=z

Dado w € [z], temos w ~ z. Utilizando (I) e a propriedade transitiva, obtemos w ~ z.
Assim, segue, de (II) e da propriedade transitiva, que y ~ w. Portanto, w ~ [y], logo
[z] C [y]. Um raciocinio analogo nos da [y] C [z], o que implica em [x] = [y].

]

A.4 Exercicios

Exercicio A.10 Mostre que A/ ~ é uma particao de A.

Exercicio A.11 Considere X um conjunto e P(X) o conjunto de suas partes. Defina
em P(X) a sequinte relagdo:

A~ B = existe uma func¢ao bijetiva f : A — B.
a) Mostre que ~ é uma relagcao de equivaléncia em P(X).
b) Supondo X =R, mostre que N ~ Z.
Exercicio A.12 Dado um nimero natural n defina a sequinte relagao em 7Z.:
r~s=r—s € diwsivel porn,

ou seja, existe q € Z tal que r — s = ngq.



a) Mostre que ~ ¢é de equivaléncia.
b) Fizado n, qual € a classe do zero?
¢) Sen =2, entao o que significa [r] N [y] =0 ? E quanto a [z] N [y] # 07

Exercicio A.13 Construa exemplos de conjuntos A, B e C' que nao satisfazem as se-
guintes afirmagoes:

(a) Se ANB=0eBNC=0, entaio ANC = 0;
(b) Se AC B eBCC, entao AN B # 0;
(¢) Se ANB C C, entio A C C;

Exercicio A.14 Dé um exemplo de conjuntos A, B e C tais que (AUB)NC # AU(BNC).

Exercicio A.15 Sejam a e b dois numeros pertencentes conjunto dos naturais N =
{1,2,3,...}. Determine a intersecio dos conjuntos

M(a) ={a,2a,3a,...} e M(b)={b,2b,3b,...}.

Exercicio A.16 Sejam A, B C E. Prove que:

ANB=0< AcC B
AUB=FE < A° C B.

Exercicio A.17 Dados A, B C E, prove que A C B se, e somente se, AN B¢ = ().
Exercicio A.18 Se A, X C E sao tais que ANX =0 e AUX = E, entao X = A°.

Exercicio A.19 Sejam A e B subconjuntos de um conjunto X, tais que AUB = X e
AN B =10. Mostre que se Y é um outro subconjunto de X, entao Y C A, ouY C B.

Exercicio A.20 Sejam X1, Xo, Y1, Y5 subconjuntos de um conjunto W' tais que
XiUuXo=W, VinY,=0, X; CY; e X, CYo.

Mostre que X1 =Y e Xo =Y5.

Exercicio A.21 Dada uma familia de conjuntos {A;};en defina

E, = ﬂ A;, para cada n € N.

i=n

Mostre que se x € |J,—, Fy,, entao ezxiste um ny € N tal que x € A,,, para todo n > ny.



Exercicio A.22 Sejam L e M dois conjuntos de indices e duas familias de conjuntos

{Axhrer, {Butuenm:
{ANUBLYowerxm € {AxN Bu}opyerxm-
(a) Exiba um exemplo para o caso em que L e M sao finitos;
(b) Eziba um exemplo para o caso em que L e M sdao infinitos;
(¢) Prove as seguintes igualdades

(UAJQ(U Bu> = |J “nBy

AeL neM (Apw)ELXM

(ns)u(ne)- N wos

AL peM yeLx M

Exercicio A.23 Seja {A;;}ijjenxn wma familia de conjuntos com indices em N x N.
Eziba uma demonstracao, ou um contra-exemplo, para a sequinte iqualdade:

0(3+)-A(0+)

Exercicio A.24 Dada uma sequéncia de conjuntos Ay, As, ... Ay, ..., considere os con-
juntos
o] oo [o.¢] oo
limsup A,, = ﬂ (U AZ-) e liminf A, = U (ﬂ Ai> )
n=1 \i=n n=1 \i=n

(a) Prove que limsup A, € o conjunto dos elementos que pertencem a A, para uma
infinidade de valores de n;

(b) Prove que liminf A, € o conjunto dos elementos que pertencem a todo A,, salvo
para uma quantidade finita de de valores de n;

(¢) Prove que liminf A,, C limsup 4,,;

(d) Se A, C A,.1 para todo n, entdo

liminf A,, = limsup A,, = U A;.

(e) Se Any1 C A, para todo n, entao

liminf A,, = limsup A,, = ﬂ A;.

(f) Exiba um exemplo em que liminf A, # limsup A,;



Exercicio A.25 Para cada elemento n € N defina A,, = {(n+ 1)k, Vk € N}.
(a) Determine Ay X As;

(b) Determine

U4, e (A

neN neN



B Funcoes
Neste capitulo estudaremos funcoes e suas propriedades bésicas. Comecemos com a
seguinte definicdo (pouco intuitiva):

Defini¢ao B.1 Sejam A e B dois conjuntos, com A # (). Dizemos que uma relagao f
entre A e B € uma fung¢ao se, a cada elemento a € A existe um tnico elemento b € B
tais que (a,b) € f. Neste caso, escreve-se b= f(a).

Enfatizamos os seguintes fatos sobre uma func¢ao f entre A e B:

i) se (a,b) € f, entdo escrevemos b = f(a) e dizemos que b é a imagem de a pela
funcao f;

ii) utilizamos a notacao f: A — B;

iii) o conjunto A é dito dominio de f, enquanto que B é dito contra-dominio de f.

Exemplo B.1 Considere as sequintes relacoes de R em R:

f=Al@y)sy=3z+2} e g={(z,y)i2" =y°}.
e Note que f é uma funcao f : R — R, pois se (x,y1) € f e (x,y2) € f, entdo
Y1 = Y2.

e Por outro lado, g nao é uma funcio g : R — R. De fato, note que (1,1) € g, bem
como (1,—1) € g.

Teorema B.1 Se f e g sao duas funcoes entre A e B, entao
f=9 < f(z)=g(z), Vx € A. (51)
Demonstracao: De fato, suponha f = g. Por definicao, temos
fCAXxB e gCAXxB.

Dado x € A, considere y € B tal que y = f(z), donde (z,y) € f. Uma vez que f = g,
entdao f C G, logo (z,y) € g. Portanto, devemos ter y = g(x) e assim f(z) =y = g(x).
Desta forma, fica demonstrado que

f=9 = [flx) =g(z), Yz e A

Verifiquemos agora a outra implicacdo. Assim, assuma que

f(x) =g(x), Vz € A.

Desta igualda temos que x € A implica em

(z, f(x)) = (2, g(x)).

Como (z, f(z)) € f, entdo (z,g(x)) € g, logo f C g. De modo andlogo, temos g C f e
assim temos f = g.
n



Observacao B.1 Note que a definicao dada acima é pouco intuitiva e menos ainda
aplicavel para estudarmos funcoes e suas propriedades. De modo mais prdtico, podemos
considerar uma funcao f: A — B como um trio:

a) O dominio A;
b) O contra-dominio B;

c) Uma regra f que, a cada v € A, associa um unico b € B, o qual denota-se por
b= f(a).

Estd serd a definicao que estaremos utilizando no decorrer deste curso. Em parti-
cular, podemos dizer que duas fungoes f,g: A — B sao iguais quado f(x) = g(x), para
todo x € A.

Definicao B.2 Sejam f: A — B uma fungio, X C A# 0 eY C B um conjunto ndao
Va210.

a) A imagem direta de X por f € o conjunto

f(X)={yeB; y= f(z), para algum x € X}. (52)

b) A imagem inversa de'Y por f é o conjunto

f7HY)={zed; flx)eY}. (53)

Exemplo B.2 Considere f : R?* x R definida por f(x,y) = x>+ y?. Neste caso, note que
F7Y{1}) coincide com a circunferéncia centrada na origem e de raio 1.

Exemplo B.3 Uma reta que tem equacao ax + by = c € o conjunto de pontos
R={(x,y) € R* azx +by = c}.
Note que tomando f : R* — R definida por f(x,y) = ax + by obtemos
R=f""c}.

Observacao B.2

e Note que f(X) € um subconjunto de B. Em particular, quando X = A, dizemos
que f(A) € a tmagem da funcao f, a qual € indicada por Im(f).

e Por outro lado, f~1(Y) é um subconjunto de A, o qual pode ser vazio.

Exercicio B.1 Considere A = {1,3,5,7,8,9}, B=1{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} e f :
A — B dada por f(n) =n+ 1. Determine



(a) f(A); (d) [~1({2,4,6});
(b) f({1,3}) (e) fH({5});
(c) f(1); (f) 71({2,4,6,8,9,10}).

Exercicio B.2 Considere a funcao f: R — R definida por

o ={Vige
Determine:
(@) F(Q);
) 1Q°);

(c) [~ ({0});
(d) f([0,1]); Aqui, [0,1] indica o intervalo de 0 a 1, contendo estes extremos.

(e) f71([4,5)); Aqui, [4,5) indica o inlervalo de 4 a 5, contendo 4, mas naio o 5.

Defini¢ao B.3 (Funcao identidade) Dado um conjunto nao vazio X defini-se a fun-
cao identidade I : X — X pondo I(x) = x.

Defini¢ao B.4 (Restrigdo) Dados uma fun¢io f: X — Y e um conjunto nao vazio
A C X defini-se a fun¢io fla: A—Y pondo fla(x) = f(z).

Defini¢ao B.5 O grifico de uma fungao f : A — B é o subconjunto Gy C Ax B definido
por

Gr={(z,y) € Ax B; y= f(2)}.

Exercicio B.3 FEsboce o grifico da fun¢io f : R — R dada por f(x) = x. Esboce o
grdfico da funcao [ quando esta € restrita ao conjunto Z.

Definicao B.6 Uma funcao f: A — B ¢ dita
i) injetiva se x,y € A sao tais que f(x) = f(y), entdo x = y.
ii) sobrejetiva se Im(f) = B.

iii) bijetiva se € injetiva e sobrejetiva.



Exemplo B.4 A funcio f : Z — Z dada por f(x) = x* nao € injetiva, pois f(—1) =
f(1). Tal fun¢ao também nao é sobrejetiva, pois nao existe x € Z tal que f(x) = —4.

Exemplo B.5 A func¢do g : Z — 7Z dada por g(x) = 3x + 1 € injetiva, mas nao sobre-
jetiva. De fato, suponha x,w € 7 tais que g(x) = g(w). Segue da defini¢ao de g que
3r+1=3w+1, donde x = w. Assim, g € injetiva. Para verificar que g nao € sobre,
basta notar que nao eriste x € Z tal que g(x) = 0.

Teorema B.2 Suponha f : A — B wma funcao bijetiva. Entao, existe uma funcao
bijetiva g : B — A que satisfaz a sequinte propriedade:

fl)=y <= z=yg(y). (54)

Demonstracao: Exercicio. ]

B.1 Composicao de funcoes

Definicao B.7 Sejam f: A— B eg: X — Y duas funcgoes tais que
Im(f) C X.
Nestas condigoes, defini-se a funcao go f: A —Y pondo
(g0 f)x) = g(f(2)).

Dizemos que go f € a funcao composta das funcoes g e f.

Observacao B.3 Note que nem sempre € verdade que go f = fog. De fato, mesmo que
exista g o f, nada garante a existéncia de f o g. Por outro lado, € sempre verdade que

(fog)oh= fo(goh),

supondo vdlida as composicoes.

Definicao B.8 A inversa de uma funcao f : A — B, quando existe, é uma fun¢ao
g: B — A tal que
(g0 f)a) ==, Vo€ A (55)

(fog)y) =y, Vy € B. (56)

Neste caso, utiliza-se a notacio g = f~ 1.



Teorema B.3 Uma funcao f: A — B € inversivel se, e somente se, é bijetiva.

Demonstracao: Suponha f : A — B é inversivel. Para verificar que f é injetiva,
considere xy,x9 € A tais que f(z1) = f(x2). Note entdao que g(f(z1)) = g(f(x2)). Mas,

por , temos
g(f(x1)) =x1 e g(f(r2)) = 22,
logo ©1 = xs.
Para demonstrar a sobrejetividade, tome y € B. Definindo x = g(y), obtemos de
que

f(x) = flg(y)) = v

A demonstragao da reciproca é consequéncia imediata do Teorema

B.2 Exercicios

Exercicio B.4 As fungées f : R — R definida por f(z) = Vz2 e g : R — R definida por
g(x) = x sao iguais? Explique.

Exercicio B.5 Considere as sequintes defini¢oes a respeito de uma funcao f: R — R
o f € dita uma funcao par se f(—z) = f(x), para todo x € R.
o f € dita uma fungio impar se f(—x) = —f(x), para todo x € R.
a) Mostre que f(x) = 2% é par.
b) Mostre que f(z) = x> é impar.
¢) Eziba uma funcdo que ndo é par e nem impar.

d) Mostre que qualquer fun¢ao f : R — R pode ser escrita como a soma de uma fun¢ao
par com uma funcdo impar.

Exercicio B.6 As funcoes f e g, cujas regras sao dadas respectivamente por

f) =yt e g(m)—V_Vj;;

podem ser iguais? Explique.

Exercicio B.7 Demonstre o Teorema [B.2.

Exercicio B.8 Considere uma funcao f: A — B. Mostre que a fungdo g : A — Im(f),
dada por g(x) = f(z) € sobrejetiva.

Exercicio B.9 Dados conjuntos A e B, suponha que existam funcoes injetivas f : A —
B eg: B — A. Prove que existe uma bijecio h: A — B.



Exercicio B.10 Considere em R? as sequintes operacoes:
(z,y) + (w,2) = (x+w,y+2) e a-(r,y) = (azx,ay), a €R.
Suponha f : R? — R? wma funcao nao nula que satisfaz as sequintes propriedades:
1) fla(z,y)) = af(z,y);
i) f((z,y) + (w,2)) = flz,y) + f(w, 2).
Mostre que f é injetiva se, e somente se, f(x,y) = (0,0) implica em (x,y) = (0,0).

Exercicio B.11 Sejam X um conjunto e A C X um subconjunto. Defina a funcao
x4 : X — R pondo
1, se x €A,

XA(SC)Z{ 0 se z¢ A

Mostre que:
a) se A,B C X, entdo xanB = X4 XB;

b) se A,B C X, enlao
XAUB = XA T XB — XA " XB;

¢) Xac =1-xa.

Exercicio B.12 Sejam X um conjunto nao vazio e P(X) o conjunto de suas partes.
Defina em P(X) a sequinte rela¢do:

A~ B = existe uma funcao bijetiva f: A — B.
Mostre que ~ € uma relacao de equivaléncia.

Exercicio B.13 Considere f : A — B uma fun¢ao sobrejetiva e defina em A a sequinte
relacao:

x~y = flx) = fy).
a) Mostre que ~ é uma relacao de equivaléncia.
b) Se f € injetiva, entio quantos elementos temos numa classe [x]?

¢) Defina X = A/ ~. Mostre que a fun¢io F : X — B dada por

estd bem definida, isto é, independe da escolha do representante x de [z].
d) Mostre que a func¢ao F é bijetiva.
Exercicio B.14 Considere uma funcao f: X — Y, conjuntos AC X e BCY.
(a) Mostre que f[f~'[B]] C B e f7'[f[A]] D A;
(b) Mostre um exemplo onde ndo vale f[f~[B]] = B, ou f7'[f[A]] = 4;



(c) Mostre que se [ é sobrejetiva, entao f[f'[B]] = B.

Exercicio B.15 Considere um conjunto A e uma cole¢io de subconjuntos {Ax}aenm,
sendo M um conjunto de indices. Dada uma funcao f : A — B, mostre que:

(a) f [U)\e]\/[ AA} = U)\GM f[A)\];
() f [nAeM AA} C Maens fIAN:

(¢) Obtenha um exemplo em que f[(\ycprr Ax] 7Z Naear 1AM

Supondo {B,},cr uma cole¢io de subconjunto de B, para uma familia de indices L.
Mostre que:

(d) fil [U,\eM B;J = U,\eM fﬁl[Bu]?
(f) £ [Maens Bl = NMaenr Bl



C Supremo e infimo

Neste capitulo iremos rever (aprender), de forma bem resumida, sobre supremo e

infimo de subconjuntos em R (ou R). Uma discussdo mais profunda (e muito bem escrita)
pode ser vista na referéncia [4].

Um namero real o é dito uma cota inferior de um conjunto A C R se
a<z Vre A
Por outro lado, um numero real 5 é dito uma cota superior de A se
x < B, Vr e A.
O seguinte resultado pode ser encontrado na referéncia [4].

Teorema C.1 Todo subconjunto A C R que € limitado inferiormente possui cota infe-
rior. Analogamente, todo subconjunto A C R que é limitado superiormente possui cota
SUPETLOT.

Definicao C.1 Seja A C R um subconjunto qualquer. Dizemos que o € R € o infimo de
A quando o € a maior das cotas inferiores de A, isto €,

vy<z,Vre A, = v < a.

Por outro lado, dizemos que § € R € o supremo de A quando 5 é a menor das cotas
superiores de A, isto €,
r<v,VreA = p<7.

Ulilizaremos as notacoes

a=inf A e f=supA.

Observacao C.1 E extremamente importante notar que, mesmo existindo inf A,
ou sup A, pode ocorrer inf A¢ A esupA ¢ A. Veja o exemplo abaixo

Ezemplo C.1 Tomando A= (—1,2) C R temos
inffA=-1¢A4 e supA=2¢ A

Teorema C.2 Todo subconjunto limitado inferiormente em R possui infimo. Analoga-
mente, todo subconjunto limitado superiormente em R possui supremo.

Demonstracao: Exercicio. ]

Proposicao C.1 Considere um subconjunto, nao vazio, A C R.



a) Se o =inf A, entao dado € > 0, existe x. € A tal que « < x. < a + €.
b) Se f =sup A, entdo dado € > 0, existe x. € A tal que f — e < z. < .
c) Se a =inf A, entdo existe uma sequéncia {x, tneny C A tal que

lim x, = a.
n—oo

d) Se 5 =sup A, entdo exriste uma sequéncia {x,}neny C A tal que

lim x, = a.
n—o0

Demonstracgao: Exercicio. [ ]

C.1 Supremo e infimo em R

Para introduzirmos a ideia de supremo e infimo em R note, inicialmente, que
—o0 <z < +oo,Vr € R.

Segue disto que todo subconjunto de R possui, pelo menos, uma cota inferior e
uma superior em R, a saber, —oco e 400, respectivamente. Assim, se A C R ¢ ilimitado
superiormente, entao

sup = +00.
R
De modo analogo, se A C R ¢ ilimitado inferiormente, entao

inf = —o0.
R

Concluindo, iremos admitir que +oo pode ser o supremo de um conjunto na reta
estendida, bem como, —oo pode ser o infimo de um conjunto. Nao iremos sobrecarregar

as notacoes e, portanto, continuaremos a escrever inf A e sup A.
Em particular, temos o seguinte:

a) Se S CReinfS = +o0, entdo S C {+o0};

b) Se SCResupS = —oo, entdo S = {—occ}, ou S = (s

¢) Se S CResupS = +oo, entdo S ndo possui cota superior em R;
)

d) Se S CR einfS = —o0, entdo S nao possui cota inferior em R;



C.2 Supremo e infimo de funcoes

Uma das aplicacoes de supremo e infimo que temos interesse é quando estudamos estes
conceitos sobre fungoes. Para tanto, considere um conjunto X, uma funcao f: X — Re
seja

f(X)=A{f(x); re X} CR

Assim, podemos definir:
in)f(f = inf f(X),
[S

caso exista inf f(X). De modo anélogo,

sup f = sup f(X),
zeX

caso exista sup f(X).
Note entdo que se f: X — R ¢ uma funcdo limitadall] isto ¢, existem m, M € R tais
que m < f(x) < M, Vo € X, entdo existem inf,cx f e sup,cy f-

Finalmente, observe que se f : X — R, entéo
f(X)={f(2); € X} CR.
Neste caso, se f(X) é ilimitado inferiormente em R, entao

inf f = —o0.
xEXf

Analogamente, se f(X) é ilimitado superiormente em R, entao

sup f = +o0.
zeX

C.3 Limi-sup e limi-inf de conjuntos

Considere uma sequéncia de conjuntos Aq, Ag,... A,,...,. Definimos entao:
limsup A, = m (U Al) e liminf A, = U <ﬂ Al-) .
n=1 \i=n n=1 \i=n

Proposicao C.2 Sejam {A,}, limsup A,, e liminf A,, como acima. Temos entao:

(a) limsup A,, € o conjunto dos elementos que pertencem a A, para uma infinidade de
valores de n;

(b) liminf A,, € o conjunto dos elementos que pertencem a todo A,, salvo para uma
quantidade finita de de valores de n;

HGe f for apenas limitada inferiormente, m < f(x), Vz € X, entdo existe inf,c x f. De modo analogo,
existe sup,cy f se f é apenas limitada superiormente



(¢) liminf A,, C limsup A,,;

(d) se A, C A,y1 para todo n, entdo

liminf A,, = limsup A,, = U A,.

i=n

(e) Se A,y1 C A, para todo n, entio

liminf A,, = limsup A,, = ﬂ A,.

i=n

C.4 Exercicios
Exercicio C.1 (Desafiador...) Demonstre o Teorema[C.1]

Exercicio C.2 (Desafiador...) Demonstre o Teorema[C.4

Exercicio C.3 Sejam A e B subconjuntos limitados de R.
(a) Mostre que AU B ¢ limitado;

(b) Mostre que sup(A U B) = max{sup(A4),sup(B)};

Exercicio C.4 Sejam A um subconjunto limitado de R e Ay C A, nao vazio. Mostre
que

inf(A) < inf(Ag) < sup(A4p) < sup(A)

Exercicio C.5 Mostre que se A C R contém uma de suas cotas superiores, entao esta
cota superior € o supremo de A;

Exercicio C.6 Sejam A e B subconjuntos limitados e nao vazios de R e defina
A+B={a+0b, Yac A e be B}
(a) Mostre que sup(A + B) = sup(A) + sup(B);
(b) Mostre que inf(A + B) = inf(A) + inf(B);
Exercicio C.7 Sejam A e B subconjuntos limitados e nao vazios de R e defina
A-B={a-b,YVae A e be B}
(a) Se A, B C R", mostre que sup(A - B) = sup(A) - sup(B);
(b) Se A, B C R™, mostre que sup(A - B) = inf(A) - inf(B);

(c) Se ACR" e BCR™, mostre que inf(A - B) = sup(A) - inf(B);



Exercicio C.8 Sejam X um conjunto ndao vazio e f : X — R uma func¢ao com Im(f)
um conjunto limitado. Dado a € R mostre que

sup{a + f(x); v € X} =a+sup{f(x); v € X}
inf{a + f(x); € X} =a+inf{f(x); x € X}

Exercicio C.9 Sejam X um conjunto nao vazio e f,g: X — R duas fungoes com Im(f)
e Im(g) limitados. Mostre que

sup{f(z) + g(x); © € X} <sup{f(x); v € X} +sup{g(z); v € X}
inf{f(z)+g(z); x € X} > inf{f(z); x € X} +inf{g(x); z € X}

Exercicio C.10 Exiba um exemplo no qual

liminf A,, # limsup A,
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