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Trajetérias

TRAJETORIA (ORBITA)

DEFINICAO

Chamamos de trajetoria (ou 6rbita) de um ponto x € A a solu¢do maximal ¢, : R — A da
equacdo x' = f(x) com condigdo inicial x(0) = x. Por vezes, nos referimos a imagem

O, = {x(t), Vt € R}

como sendo a trajetdria de x.

PROPOSICAO (2)

Sejaf : A — R" um campo de classe C' no aberto A C R”. Entfo, duas 6rbitas nunca se
interceptam, a menos que sejam a mesma trajetéria (médulo uma translagdo no tempo).
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CLASSIFICACAO DE TRAJETORIAS

DEFINICAO
As trajetérias de uma equagio autdnoma x’ = f(x) sdo classificadas em trés tipos:

@ trajetéria periédica: se existe T > 0 tal que ¢(r + T, x) = ¢(t,x), paratodo r € R.
Neste caso, dizemos que x é um ponto periddico;

@ trajetéria regular nio periddica: ¢(z,x) # ¢(s, x), para todo t # s. Neste caso,
dizemos que x € um ponto regular nio periédico;

@ trajetéria estacionaria: ¢(,x) = x, para todo t € R. Neste caso, dizemos que x é um
ponto estaciondrio.

OBSERVACAO

@ Orbitas estaciondrias sdo, por defini¢do, periddicas. Porém, ao nos referirmos
especificamente a uma 6rbita periddica estaremos excluindo o caso estaciondrio.

@ Note que x € A é estaciondrio se, e somente se, f(x) = 0.
@ Um ponto estaciondrio também é chamado de ponto singular.

@ Singularidades também sdo chamadas de ponto de equilibrio.
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Trajetérias

ESTABILIDADE (LIAPUNOYV)

@ No que segue, f : A — R" denota um campo de classe C' no aberto A C R". Também
assumiremos que o fluxo ¢(#, x) estd definido em R x A.

DEFINICAO
Seja xo um ponto de equilibrio do campo f. Dizemos que x € estavel se, para qualquer ¢ > 0,
existe § > 0 tal que

x € AN Bs(x0) = [|p(t,x) — x0|| <€, t>0.

@ Topologicamente: dada qualquer vizinhanga U C R" de xo, existe uma vizinhanca
W C R"dexp, talque W C ANUe

o(t,x) € U, Vx € W e Vi > 0.
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Trajetérias

TEOREMA DE LIAPUNOV

NOTACOES
Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R".
@ Denotamos por Df (xo) a derivada de f em xo.

@ Dizemos que xo é um pogo de f se todos os autovalores de Df (xo) tem parte real
negativa. Ou seja, se xo € um pogo do campo linear

y' = Ay, sendo A = Df(xo).

TEOREMA (LIAPUNOYV)

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R". Se xo é
um poco de f, entdo xp ¢ uma singularidade assintoticamente estdvel para f.
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Trajetérias Preliminares

@ Dadaumabase B = {vi,...,v,} de R" podemos definir o produto interno
()8 =230 B, sendox =377 | oyv; e y =31, Bjv;. Em particular, temos a

1/2
norma ||x||g = {ZJ’.’ZI af} .

LEMA

Seja A € M(n) uma matriz real tal que para qualquer autovalor A tem-se C; < R(\) < Cs.
Existe entdo uma base B de R" tal que

C < {Ax,x)p < G, Vx e R"; [x]p = 1.

LEMA

Sejam [-] a norma associada a um produto interno (-, -) em R" e : I C R — R”" um caminho
diferencidvel. Entdo, para cada ¢ € I, valem as igualdades

Lo =207 (0 m(e)) e L) = 10D
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Instabilidade

SINGULARIDADE INSTAVEL

DEFINICAO

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R".
Dizemos que x € instavel se ndo é estdvel.

TEOREMA

Seja xo € A uma singularidade do campo f : A — R" de classe C' no aberto A C R". Se
Df (xo) possui algum autovalor com parte real positiva, entdo xo € uma singularidade instdvel

para f.
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Instabilidade

DEMONSTRACAO

PODEMOS ASSUMIR QUE:
@ xo = 0 e A um aberto contento a origem;

@ A = diag(Ai,A»), sendo que os autovalores de A; tem parte real positiva e os de A> com
parte real negativa, ou nula.
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Instabilidade

DEMONSTRACAO

PODEMOS ASSUMIR QUE:
@ xo = 0 e A um aberto contento a origem;

@ A = diag(Ai,A»), sendo que os autovalores de A; tem parte real positiva e os de A> com
parte real negativa, ou nula.

DENOTEMOS POR:

@ V) o auto-espaco gerado pelos autovetores associados aos autovalores em A; e de modo
andlogo V,. Note que dim(V;) > 1. Em particular, A; (Vi) C Vi e Ay(V2) C Va.

@ R"=V; P V,. Assim,

RHBZ:(x,y),XE Vi, y € Va.
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Instabilidade

DEMONSTRACAO

PODEMOS ASSUMIR QUE:
@ xo = 0 e A um aberto contento a origem;

@ A = diag(Ai,A»), sendo que os autovalores de A; tem parte real positiva e os de A> com
parte real negativa, ou nula.

DENOTEMOS POR:

@ V) o auto-espaco gerado pelos autovetores associados aos autovalores em A; e de modo
andlogo V,. Note que dim(V;) > 1. Em particular, A; (Vi) C Vi e Ay(V2) C Va.
@ R"=V; P V,. Assim,
R">z=(x,y), x€ Vi, y € Va.

CONSIDERE:

@ «, 8 > 0 tais que

R(N\) > 88, para A autovalorem A; e

R(A) > —a, para A\ autovalor em Aj;
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Instabilidade

PODEMOS ESCOLHER:
@ produtos internos (-, -); em Vi e (-, -)2 em V; tais que
Sﬂ\xﬁ < (Aix,x)1, Vx € Vi,
—alyl < (A2y,y)2 < 28]yl3, Yy € Va.
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Instabilidade

PODEMOS ESCOLHER:
@ produtos internos (-, -); em Vi e (-, -)2 em V; tais que
8ﬂ|x|% < (Aix,x)1, Vx € Vi,
—alyl < (A2y,y)2 < 28]yl3, Yy € Va.

TEMOS EM R":

@ o produto interno
<Z7 W> = <xa v>1 + <y7 M>2,
sendoz = (x,y) ew = (v,u);

@ anorma 12
el = (bxff -+ b3)
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Instabilidade

@ Fixado 0 < a < 1, tal que a < 4o~ 3, defina

Co={(x,y) € Vi® Va; |yl2 < alx|:}

C = Ca(8) = {z € Ca; |z] < 6}
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Instabilidade

@ Fixado 0 < a < 1, tal que a < 4o~ 3, defina

Co={(x,y) € Vi® Va; |yl2 < alx|:}

C = Ca(8) = {z € Ca; |z] < 6}
@ Afirmacao (1): Vale a desigualdade

{f(2),2) > Blz*, Vz € C.
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Instabilidade

@ Fixado 0 < a < 1, tal que a < 4o~ 3, defina

Co={(x,y) € Vi® Va; |yl2 < alx|:}

C = Ca(8) = {z € Ca; |z] < 6}
@ Afirmacao (1): Vale a desigualdade

{f(2),2) > Blz*, Vz € C.

@ Afirmacio (2): Enquanto a trajetéria de f por z permanecer em int(C) ela se afasta
exponencialmente de z.
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Instabilidade

@ Fixado 0 < a < 1, tal que a < 4o~ 3, defina

Co={(x,y) € Vi® Va; |yl2 < alx|:}

C=Cud) ={z € Cu [z] < 6}
@ Afirmacao (1): Vale a desigualdade
(f(z),2) > Blel*, vz € C.

@ Afirmacio (2): Enquanto a trajetéria de f por z permanecer em int(C) ela se afasta
exponencialmente de z.

@ Afirmacao (3): Qualquer trajetdria de f por um ponto do cone C s6 pode sair de C
depois de atingir a esfera |z| = 4.
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Instabilidade

@ Fixado 0 < a < 1, tal que a < 4o~ 3, defina

Co={(x,y) € Vi® Va; |yl2 < alx|:}

C=Cud) ={z € Cu [z] < 6}
@ Afirmacao (1): Vale a desigualdade
(f(z),2) > Blel*, vz € C.

@ Afirmacio (2): Enquanto a trajetéria de f por z permanecer em int(C) ela se afasta
exponencialmente de z.

@ Afirmacao (3): Qualquer trajetdria de f por um ponto do cone C s6 pode sair de C
depois de atingir a esfera |z| = 4.

CONCLUSAO:
A vizinhanga U = Bs(0) tem a seguinte propriedade

@ trajetérias de todos os pontos arbitrariamente préximos de O que estdo em C saem de U.
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Instabilidade

PROVA DA AFIRMACAO 3

@ Considere a fungio h : R" — R dada por

h(z) = h(x,y) = d*|x|f — |y]3.
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Instabilidade

PROVA DA AFIRMACAO 3

@ Considere a fungio h : R" — R dada por

h(z) = h(x,y) = d*|x|f — |y]3.

@ /i se anula na fronteira de C, e é positiva em int(C,).
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Instabilidade

PROVA DA AFIRMACAO 3

@ Considere a fungio h : R" — R dada por

h(z) = h(x,y) = d*|x|f — |y]3.

@ /i se anula na fronteira de C, e é positiva em int(C,).
@ Dh(z) -f(z) > 0, Vz € C\ {0}
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Instabilidade

PROVA DA AFIRMACAO 3

@ Considere a fungio h : R" — R dada por
h(z) = h(x,y) = a’|x[T — |y]3.
@ /i se anula na fronteira de C, e é positiva em int(C,).

@ Dh(z) -f(z) >0, Vz € C\ {0}
@ /i cresce ao longo das trajetérias de f por pontos de C \ {0}.
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Instabilidade

PROVA DA AFIRMACAO 3

@ Considere a fungio h : R" — R dada por

h(z) = h(x,y) = d*|x|f — |y]3.

@ /i se anula na fronteira de C, e é positiva em int(C,).
@ Dh(z) -f(z) > 0, Vz € C\ {0}
@ /i cresce ao longo das trajetérias de f por pontos de C \ {0}.

CONCLUSAO:

A trjetéria de f por qualquer ponto de C \ {0} permanece no interior de C, pelo menos até
atingir a esfera |z] = 4.
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