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LISTA 1: Topologia em R"

1 Topologia em R"

Exercicio 1 Mostre que em R™ vale:

Lo <zy > [ <|=zllyl;

2. | <zyy>|= |||yl se e sdse, x ey saold.;
3. ||z +yll < ||zl + |lyl| (quando vale a igualdade?);
4- Nz =yl < llfl + llyll;

o el = Iyl < llz =yl

Exercicio 2 Mostre que se A C R™ ¢ aberto, entdo int(0A) = 0. Dé um exemplo D C R™ com dD
aberto e nao vazio.

Exercicio 3 Vale que int(AN B) = int(A) Nint(B)? E quanto a int(AU B)?

Exercicio 4 Awalie as afirmagoes:

1. ACB=0ACO0B;
0A = 9(4);
0A = J(int(A));

int(0A) = 0;

v Lo e

OANOB C d(AN B);

Exercicio 5 Sejam { Ay, }nen uma familia de subconjuntos de R™.

1. Se B, =, An, mostre que B, = Uj=1 An;

2. Se B =,en An, mostre que B # |, cy An (Qual inclusio naio é verdadeira?).
Exercicio 6 Mostre:

1. K C R™ compacto, S C K infinito = S tem ponto de acumulagdo em K;

2. {zn}tnen C K, com K compacto, entao existe subsequéncia convergente em K ;

3. S C R” infinito ndo enumerdvel implica em existir ponto de acumulagdo.

Exercicio 7 Mostre que: se F € fechado e D C F, entdo D C F.



Exercicio 8 Considere T : R™ — R"™ uma aplicacao linear. Mostre que se T' é ndo identicamente
nula, entao T(R™) ndo é limitado. Se X C R™ ¢é limitado, entio T'(X) é limitado.

Exercicio 9 Mostre que a esfera nao contém segmentos de retas.

Exercicio 10 Seja (N, | - ||) um espago normado. Mostre que se dim(N') < oo, entdo toda sequéncia
de Cauchy converge.

Exercicio 11 Diz-se que uma transformacao linear T : R™ — R™ preserva norma se ||T(z)|| = ||z]],
para todo x € R™. Se < Tx, Ty >=< z,y >, para todo x,y € R", entdo dizemos que T preserva
produto interno.

1. Mostre que T preserva norma se, e somente se, preserva produto interno.
2. Mostre que uma transformacdo linear T' com essa propriedade € necessariamente bijetiva.

3. Mostre que T~ preserva norma.

Exercicio 12 Sejam z,y € R™ nao nulos. O dngulo entre x e y é denotado por Z(x,y) e definido

como sendo
. x,y >
Z(x,y) = arccos ( >
- [lyll

Diz-se que uma transformacao linear T : R™ — R"™ preserva dngulo se € bijetiva e Z(Tx,Ty) =
Z(x,y), para todo z,y € R™.

1. Mostre que se T preserva norma, entdo preserva dngulo.

2. Suponha que ezista uma base {x1,...,z,} de R™ e nidmeros {\1,...,\n} tais que Tx; = \jz;.
Nestas condigoes, T preserva dngulo se, e so se, os vcalores \; conincidem.

3. Caracterize todas as transformacoes lineares T : R™ — R" que preservam dngulos.

Exercicio 13 Obtenha o conjunto dos pontos interiores, pontos exteriores e pontos de fronteira dos
sequintes conjuntos:

L {z e Ry o] <1}
2. {z e R"; ||z|| = 1};
3. {z € R"™; cada coordenada x; € racional}.

Exercicio 14

Exercicio 15 Considere m; : R™ — R a projecao sobre a i-ésima coordenada, isto é, mi(x1,...,Ty) =
x;. Mostre que se A C R™ € aberto, entao m;(A) C R também € aberto.

Exercicio 16 Sejam X,Y C R"™ conjuntos quaisquer. Mostre que:

1. XUY =XUY;
2. XNY cXnyY;
3. XxY =XxY. (Aqui X x Y C R?>". O resultado é 0 mesmo se X CR™ e Y C R".)



Exercicio 17 Dizemos que a € R™ é valor de aderéncia de uma sequéncia {xy}neny C R™ se existe uma
subsequéncia {xy}ren convergindo para a. Mostre que o conjunto X de todos os valores de aderéncia
de uma sequéncia € um conjunto fechado. Se a sequéncia é limitada, entao X é compacto e nio vazio.

Exercicio 18 Seja X C R™ tal que, para todo compacto K C R", a interse¢go X N K € compacta.
Prove que X € fechado.

Exercicio 19 O didmetro de um conjunto A C R", quando eziste, é definido por
diam(A) = supq yeallz — yl|.
Mostre que se K C R™ é compacto, entao exitem a,b € K tais que diam(A) = ||a — b]|.

Exercicio 20 O distdancia entre dois conjuntos A, B C R™ (sempre existe?), é definida por

dist(A,B) = _inf |l —yl|

)

Mostre que se A e B sao limitados, disjuntos, nao vazios e dist(A, B) = 0, entao O(A)NA(B) # 0.
Exercicio 21 Mostre que R™ é separduvel, isto é, existe A C R"™ denso e enumerdvel.
Exercicio 22 Se A ¢ aberto e ANX # (), entdo AN X # 0.

Exercicio 23 Se E C R"™ ¢é um subespaco vetorial, entao E ¢é fechado. (Esse resultado vale em
dimensao infinita, isto é, se V. é um espago normado e E é um subespago de dimensao finita, entdo E

¢ fechado.)
Exercicio 24 Se o conjunto A C R" é aberto e x € A, entdo A — {x} ¢é também aberto.

Exercicio 25 Mostre que as componentes conexas de um subconjunto aberto A C R"™ sao também
conjuntos abertos.

Exercicio 26 Seja B C R™ uma bola (aberta ou fechada). Mostre que , para todo x € B, o congunto
B — {x} € conezo.

Exercicio 27 Um conjunto conexo enumerdvel X C R™ tem no mdzimo um ponto.



