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Funções contínuas

FUNÇÕES CONTÍNUAS

DEFINIÇÃO

Uma função f : X → Rn é dita contínua num ponto a ∈ X ⊂ Rm se vale: para todo ε > 0,
existe δ > 0 tal que

x ∈ X, ‖x− a‖ < δ =⇒ ‖f (x)− f (a)‖ < ε,

ou equivalentemente,
f (B(a, δ) ∩ X) ⊂ B(f (a), ε).
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Propriedades topológicas

PROPRIEDADES TOPOLÓGICAS

TEOREMA 1
Se f : X ⊂ Rm → Rn é contínua e K ⊂ X é um compacto, então f (K) é compacto.

COROLÁRIO (WEIERSTRASS)
Se f : X ⊂ Rm → R é contínua e K ⊂ X é um compacto, então existem x0, x1 ∈ K tais que

f (x0) ≤ f (x) ≤ f (x1), ∀x ∈ K.

TEOREMA 2
Seja f : X ⊂ Rm → Rn uma função. Temos que f é contínua em X se, e somente se, para todo
aberto A ⊂ Rn tivermos que f −1(A) é um aberto de X.

TEOREMA 3
Seja f : X ⊂ Rm → Rn uma função. Temos que f é contínua em X se, e somente se, para todo
fechado A ⊂ Rn tivermos que f −1(A) é um fechado de X.
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Propriedades topológicas

EXERCÍCIOS

1 Seja f : X → Rn uma função definida no aberto X ⊂ Rm. Mostre que f é contínua se, e
somente se, para todo aberto A ⊂ Rn tivermos que f −1(A) é um aberto de Rm.

2 Repita o item anterior trocando aberto por fechado.

3 Sejam f , g : X ⊂ Rm → R duas funções contínuas e considere os conjuntos

A = {x ∈ X; f (x) < g(x)},
B = {x ∈ X; f (x) ≤ g(x)},
C = {x ∈ X; f (x) = g(x)}.

(a) Mostre que A é aberto de X, enquanto que B,C são fechados de X.
(b) Interprete o item anterior no caso g constante.
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Propriedades topológicas

CONTINUIDADE UNIFORME

DEFINIÇÃO

Uma função f : X ⊂ Rm → Rn é dita uniformemente contínua em X se, para cada ε > 0, existe
δ > 0 tal que

‖x− y‖ < δ =⇒ ‖f (x)− f (y)‖ < ε, ∀x, y ∈ X.

TEOREMA 4
Uma função f : X ⊂ Rm → Rn é dita uniformemente contínua em X se, e somente se,

EXERCÍCIO

1 Toda função Lipschitz é uniformemente contínua

2 Se f : K → Rn é contínua e K é compacto, então f é uniformemente contínua em K.
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Propriedades topológicas

FUNÇÃO DISTÂNCIA

DEFINIÇÃO

Dados a ∈ Rn e um conjunto X ⊂ Rn definimos

d(a,X) = inf{‖x− a‖, ∀x ∈ X}

EXERCÍCIO

1 Seja F ⊂ Rn um conjunto fechado. Dado a ∈ Rn, mostre que existe x0 ∈ F tal que

‖x− x0‖ ≤ ‖x− a‖, ∀x ∈ F.

2 Dado A ⊂ Rn não vazio, considere f : Rn → R dada por

f (x) = d(x,A).

Mostre que f é função Lipschitz com k = 1
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Propriedades topológicas

CONTINUIDADE E CONEXIDADE

TEOREMA 5
Se X ⊂ Rm é conexo e f : X → Rn é contínua, então f (X) é conexo.

COROLÁRIO

(a) O produto cartesiano X × Y× ⊂ Rm × Rn é conexo se, e somente se, X e Y são conexos.

(b) Se X ⊂ Rn é conexo e f : X → R é contínua, então f (X) é um intervalo.

OBSERVAÇÃO

O item (b) acima é o Teorema do Valor intermediário: Sejam X ⊂ Rn conexo e f : X → R
contínua. Se a, b ∈ X são tais que f (a) < f (b), então dado f (a) < d < f (b), existe c ∈ X tal
que f (c) = d.

TEOREMA DA ALFÂNDEGA

Seja X ⊂ Rn um conjunto. Se um conexo C ⊂ Rn contém um ponto a ∈ X e um ponto b ∈ Xc,
então C contém um ponto c ∈ ∂X, em que

∂X = {x ∈ Rn;B(x, ε) ∩ X 6= ∅ e B(x, ε) ∩ Xc 6= ∅, ∀ε > 0}.
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Homeomorfismos

HOMEOMORFISMO

DEFINIÇÃO

Dois conjuntos X ⊂ Rm e Y ⊂ Rn são ditos homeomorfos se existe bijeção contínua f : X → Y
cuja inversa também é contínua.

EXERCÍCIO

Mostre que, em Rn, a relação X ∼ Y .
= X é homeomorfo a Y é uma relação de equivalência.

EXEMPLOS

A aplicação f : [0, 2π)→ S1, dada por f (t) = (cos(t), sin(t)) não é um homeomorfismo.

B(0, 1) é homeomorfa a Rn.

Considere Sn e N = (0, . . . , 0, 1). A projeção estereográfica ξ : Sn \ {N} → Rn é um
homeomorfismo, em que ξ(x) é o ponto no qual a semi-reta

−→
Nx corta o hiperplano

xn+1 = 0.
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