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Aula 6-18/04

EXISTENCIA E UNICIDADE

TEOREMA (T.E.U.)
of

Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que 3

—— exista e seja continua no
X
aberto U.

@ Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (fy,xp) € U, existe uma tnica solugdo do P.V.L
X' =f(t,x)
) ) 1
{ x(l‘o) = X0, )

definida num intervalo aberto (fo — v, fo + ), para um certo o = «(fo, x0) > O.

@ Além disso, Para cada (7, x0) € U existe uma tinica solu¢do maxima de (1),
necessariamente definida num intervalo aberto.
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Continuidade do fluxo

CONTINUIDADE DO FLUXO

@ Dados (u,x) € U, denote por I = I(u, x) o intervalo (aberto) de defini¢do da solugdo
maxima do problema
X =f(t,x),

x(u) = x,

e por ¢(t, u, x) sua solucdo maxima.

DEFINICAO (FLUXO)
O fluxo da equagdo x' = f(¢,x) é por defini¢do a fungdo ¢ : Q — R" dada por

ol u,%) = x + / F(s. (s, 1, ))ds, 3)

sendo
Q= {(t,u,x) eR"™ reI(u,x), (u,x) € U} CRxU.

TEOREMA

o . . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungao continua tal que 8—f exista e seja continua no
X

aberto U. Entdo, o fluxo o(t, x,u) de x' = f(t,x) € continuo no aberto Q2.
W
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

DEFINICAO

Dizemos que
X =ft,x, ) =f(t,x)
¢ uma familia a um parametro A\ € A C R* de equagdes diferenciais se f : U x A — R™ é
uma fun¢do continua, sendo U C R™ e A C R* abertos. Uma caminho diferencidvel
x: I C R — R™¢ dito solugio dessa equagio diferencial se:

(i) (t,x(r)) € U,paratodot € I;
(ii) existe Ao € A tal que

X (1) = f(t,x(1), M) = fo, (1, x(1)), t € L.

DEFINICAO (FLUXO)

O fluxo da equacdo com pardmetro é a fungéo ¢ : 2 — R" dada por

plhux ) =+ [ F 5y s, 1,5, A), N, @

sendo

Q={(t,u,x,\); t € I(u,x,\), (u,x,\) EUx A} CRxUxAC R,
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

CONTINUIDADE DO FLUXO (COM PARAMETROS)

TEOREMA
Sejam

f:UxA%R”e?:UXA%M(n)
X

fungdes continuas no aberto U x A C R"**! Nestas condicdes, o fluxo o(z, u, x, \) de
x' = f(t,x, \) é continuo no aberto

Q= {(t,u,x,\); t € I(u,x,\), (,x,\) € Ux A} C R,
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Fluxo de equagdes a um pardmetro

IMPORTANTE

LEMA DE GRONWALL

Se v : I — R é uma funcdo continua e ndo negativa no intervalo I C R tal que

/ul bv(s)ds

paratodot € Iea,b > 0eu € I constantes, entdo

v(t) <a+

)

v(t) < aexp(blt —ul|), Vt € 1.

TEOREMA

Sejam f : O — R" continua tal que exista uma constante de Lipschitz K. Se v e 3 sdo solugdes
de x’ = f(x) definidas em [to, #1]. Nestas condigdes,

17 (5) = BOI < llv(10) — B2o) || exp (K|t — to])

para todo t € [fo, t1].
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Diferenciabilidade do Fluxo

DIFERENCIABILIDADE DO FLUXO

TEOREMA (DIFERENCIABILIDADE DO FLUXO)
. 9 ~ . ~
Sejamf: U — R"e 9. U — M(n) funcdes continuas no aberto U C R"™!. Entio o fluxo

ox
©:Q — R"dex’ =f(t,x,)\) é uma aplicacio de classe C'. Além disso, vale

92 (1) = £ 1, plt,0,3)), ¥(t,,%) € 2,

ot
e as derivadas parciais a—go, 8—@, RN Op satisfazem a equacdo diferencial linear
Oou’ Ox Oxp,
10)
Y = a{(h (t,u,x)) -,

em R", com condig¢des iniciais

9] 0
8(11: (Lt, M,X) = —f(u,x) € a;p (1/{7 M,.X) = €i,
1
respectivamente, sendo {ei, ..., e,} a base candnica de R".
v
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Diferenciabilidade do Fluxo

SOBRE AS NOTACOES

@ Como ¢ : Q — R",entdo p(t,u,x) = (wi1(t,u,x),...,on(t,u,x))e (g—(p 1 Q — M(n),
X

é dada por
- 3@1 8@1 afl -
gxl (t,u,x) gxz (t,u,x) an (t,u,x)
ge 92 2
ai(z wx)=| o (t,,%) ox (t; u, %) 0%, (t,u, x)
ax ) )
L gfln (t,u,x) af: (t,u,x) gf: (t,u,x) |

@ Podemos ainda escrever

8x_, v (9

T
©i O
2 10 )s s G2 )|
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Diferenciabilidade do Fluxo

FORMULA DE LIOUVILLE-OSTROGRADSKI

TEOREMA

Sejamf: U — R"e Bf : U — M(n) fungdes continuas no aberto U C R"*!. Entdo a

derivada espacial

&p'

satisfaz

det %(r 4, x) = exp (/ e, gp(s,u,x))ds) .
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Equacdes auténomas

FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS

@ Considere o caso particular em que f : E — R" é uma funcio de classe C' sobre o aberto
E C R". Denote por I(x) o intervalo maximal da solu¢do maxima do problema

¥ = f(x), %(0) = x.
@ Neste caso,
1
o(tx) =x-+ [ f(o(s,0)ds,
0
sendo Q = {(r,x) e R""'; t€I(x), x EE} CR x E.
@ O fluxo equivale a

99

60.9) =x ¢ 2210 = f(0(0.0) = £ o 6(1.
para (1,x) € Q.
EXEMPLO
O fluxo da equagio x’ = Ax é ¢(t,x) = exp(tA)x, Q = R"T, J
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Equacdes auténomas

TEOREMA (FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS)

Sejaf : E — R" uma fungdo de classe C", 1 < r < oo no aberto E C R". Entéo, o fluxo
#(1,x) de ¥’ = f(x) é de classe C" no aberto 2 C R, Além disso, a derivada espacial

dp

satisfaz

det %(r, X) = exp (/Ot ter(go(s,x))ds) .
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Equacdes auténomas

FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS (COMO NA REFERENCIA SMALE)

@ Considere f : © — R" uma fungio de classe C' no aberto O C R” e seja é(1, x) o fluxo
da equagdo x’ = f(x).
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Equacdes auténomas

FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS (COMO NA REFERENCIA SMALE)

@ Considere f : © — R" uma fungio de classe C' no aberto O C R” e seja é(1, x) o fluxo
da equagdo x’ = f(x).

@ Seja x(t) a solugdo do problema

'x/ :f(x)7
{ x(0) = xo, )

definida num intervalo compacto J que contenha a origem.
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Equacdes auténomas

FLUXO DE EQUACOES AUTONOMAS (COMO NA REFERENCIA SMALE)

@ Considere f : © — R" uma fungio de classe C' no aberto O C R” e seja é(1, x) o fluxo
da equagdo x’ = f(x).

@ Seja x(t) a solugdo do problema

'x/ :f(x)7
{ x(0) = xo, )

definida num intervalo compacto J que contenha a origem.

@ Denotando por Df () a Jacobiana de f em x(r), obtemos a aplicagéo continua
A :J — M(n) dada por

A(t) = Df|x(t)'
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Equacdes auténomas

EQUACAO VARIACIONAL

DEFINICAO

A equagdo variacional ao longo da curva x(¢) é definida por

U =A(1)U.
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Equacdes auténomas

EQUACAO VARIACIONAL

DEFINICAO
A equagdo variacional ao longo da curva x(¢) é definida por
U =A(1)U.
v
OBSERVACAO

@ Veremos que para Uj pequeno, a fungdo
I3t x(t)+U(r)
é uma boa aproximagcéo de x(t), com condi¢do inicial x(0) = xo + Up.

@ Fixada uma condigéo inicial U(0) = U, existe uma tdnica solu¢do para a equaco acima
definida em J. )
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Equacdes auténomas

@ Supondo £ exy+ & € O, sejam U(t,€) e Y(¢,€) solugdes dos problemas

U' =AU, X =f(x),
{ vo)=¢,  © { Y(0) = xo 4+ €, ©)

respectivamente.
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Equacdes auténomas

@ Supondo £ exy+ & € O, sejam U(t,€) e Y(¢,€) solugdes dos problemas

U=A0U, | [ ¥ =f), ©
U() =¢, Y(0) = xo + &,
respectivamente.
PROPOSICAO
Nas condigdes acima, temos que
lim HY(t7 6) 7.X(l‘) — U(tv €)|| — 07
lleli—o €1l
uniformemente para todo ¢ € J.
@ O resultado acima diz que: dado € > 0, existe § > 0 tal que ||| < ¢ implica em
1Y(2,€) —x(t) = U1, )| < ellé]], Vi € J.
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Equacdes auténomas

TEOREMA
Sef : O — R" uma fungio de classe C' no aberto @ C R”, entio o fluxo ¢(, x) da equagio

X' = f(x) é de classe C'. Além disso, % (2, x0) é dado pela aplicacdo (linear)
X

£ U1 €).
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Equacdes auténomas

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO

@ Note primeiramente que
= d s
€0 =+ [ s
V(06 =x0+ €+ [ FV(s. ),
0

Ule) =€+ /0 Do (U(s,€))ls.
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Equacdes auténomas

DEMONSTRACAO DA PROPOSICAO

@ Note primeiramente que
) =0+ [ fGals))as,
0
V(06 =x0+ €+ [ FV(s. ),
0
V€)= €+ [ Drl (UG €)ds
@ Definindo g(#,&) = ||Y(1,€) — x(¢) — U(¢,£)]|, obtem-se

8(1,¢) < /Ot IF(Y(s,8)) = f(x(s)) = Dflx(s) (U (s, €)) l|ds
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Equacdes auténomas

@ Aplicando a férmula de Taylor para f num ponto z, tem-se

f(y) = f(z) = Df|:(y —2) + R(z,y — 2),

com
R(z,y —2)

lim = — %,
=2 [ly—2]|

uniformemente em z, quando este estd num compacto.
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Equacdes auténomas

@ Aplicando a férmula de Taylor para f num ponto z, tem-se

f) —f(2) = Dfl.(y — 2) + R(z,y — 2),
com R
lig K@y =2) _
=z ly =2
uniformemente em z, quando este estd num compacto.

I

@ Aplicando isto paray = Y(s,&) e z = x(s), chega-se em

§(1,6) <N / €)ds + / IRGE(S), Y (s, €) — x(5))llds
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Equacdes auténomas

@ Aplicando a férmula de Taylor para f num ponto z, tem-se

f) —f(2) = Dfl.(y — 2) + R(z,y — 2),
com R
lig K@y =2) _
=z ly =2
uniformemente em z, quando este estd num compacto.

I

@ Aplicando isto paray = Y(s,&) e z = x(s), chega-se em

§(1,6) <N / €)ds + / IRGE(S), Y (s, €) — x(5))llds

@ Finalmente,

g1,

< Cee™, Viel.
€l
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