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Aula de hoje: Sistemas lineares
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@ Matriz fundamental;
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T.E.U

TEOREMA (T.E.U.)

of . .
Suponhaf : U C R x R" — R" uma fungdo continua tal que 5‘7f exista e seja continua no
X
aberto U.
@ Nestas condi¢des, dado qualquer ponto (fy,xp) € U, existe uma tnica solugdo do P.V.L
X =f(t,x),
x([()) = Xo,

definida num intervalo aberto (fo — v, fo + ), para um certo o = «(fo, x0) > O.
@ Além disso, para cada (f,x0) € U existe uma tnica solu¢do méaxima, necessariamente
definida num intervalo aberto. y
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Equacoes lineares

@ Sejam / C R um intervalo,
A:I—-Mn)eb:1->R"

duas aplica¢des continuas.

TEOREMA
Para cada (fp,x0) € I x R" existe uma tnica solugéo ¢(t) = ¢(t, 10, X0), ¢ € I, do problema
X =A(t)-x+ b,
_( ) (1
x(l‘o) = Xo,
Em particular, para b = 0, a equacdo
X =A@) x 3]
¢é dita homogénea.
W
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Equacoes lineares

@ Sejam / C R um intervalo,
A:I—-Mn)eb:1->R"

duas aplica¢des continuas.

TEOREMA
Para cada (fp,x0) € I x R" existe uma tnica solugéo ¢(t) = ¢(t, 10, X0), ¢ € I, do problema
X =A(t)-x+ b,
_( ) )]
x(l‘o) = Xo,
Em particular, para b = 0, a equacdo
X =A@) x 3]
¢é dita homogénea.
W

@ Note que se ¢ é solucdo de (2) e ¢(s) = 0 para algum s € I, entéo ¢ = 0.
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PROPOSICAO

O conjunto 7 de todas as solugdes da equagdo homogénea (2) é um espago vetorial
(subespaco de €' (I; R")). Além disso:
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Equacoes lineares

PROPOSICAO

O conjunto 7 de todas as solugdes da equagdo homogénea (2) é um espago vetorial
(subespaco de €' (I; R")). Além disso:

(a) Dado s € I, a aplicagdo A, : &/ — R" que a cada ¢ € & associa o vetor (s) é um

isomorfismo;
(b) dim() =mn;
(c) Se{vi,...,vs} é umabase de R", entdo {¢i, ..., p,} é uma base de <7, sendo

oi(t) = ¢i(t,s,v), j=1,...,n.
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Equacoes lineares

PROPOSICAO

O conjunto 7 de todas as solugdes da equagdo homogénea (2) é um espago vetorial
(subespaco de €' (I; R")). Além disso:

(a) Dado s € I, a aplicagdo A, : &/ — R" que a cada ¢ € & associa o vetor (s) é um

isomorfismo;
(b) dim() =mn;
(c) Se{vi,...,vs} é umabase de R", entdo {¢i, ..., p,} é uma base de <7, sendo
i(t) = pi(tys,vy), j=1,...,n. )
COROLARIO

Considere a aplicagdo ¢} : R" — R" dada por ¢}(x) = ¢(t,s,x), em que ¢(-, s, x) é a solugdo
de (2) que passa por (s, x). Nestas condigdes, ¢ é um isomorfismo e satisfaz:

(@ ¢5=1
(b) ¢ o by = dus
© ¢, =I[#""
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Equacoes lineares Matriz fundamental

MATRIZ FUNDAMENTAL

@ Considere a equagdo matricial
X = A()X, 3)

definida em I x M(n), com I C R. Uma solugio de (3) é entdo um caminho
X : I — M(n) e utilizaremos a nota¢do X (¢) = [xij]nxn-
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Equacoes lineares Matriz fundamental

MATRIZ FUNDAMENTAL

@ Considere a equagdo matricial
X = A()X, 3)

definida em I x M(n), com I C R. Uma solugio de (3) é entdo um caminho
X : I — M(n) e utilizaremos a nota¢do X (¢) = [xij]nxn-

@ Note que o T.E.U. se aplica a tal equacdo com condi¢do inicial (f, Xo) € I x M(n), pois
(3) equivale a

n
Xj= Y a(txg, 1<ij<n
k=1
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Equacoes lineares Matriz fundamental

MATRIZ FUNDAMENTAL

@ Considere a equagdo matricial
X = A()X, 3)

definida em I x M(n), com I C R. Uma solugio de (3) é entdo um caminho
X : I — M(n) e utilizaremos a nota¢do X (¢) = [xij]nxn-
@ Note que o T.E.U. se aplica a tal equacdo com condi¢do inicial (f, Xo) € I x M(n), pois
(3) equivale a
Xj= Y a(txg, 1<ij<n
k=1

@ Temos também que ¢(¢) é solugdo de (3) se, e somente se, cada j-ésima coluna ¢;(¢) de
¢(t) é solucdo da equagdo (2).

DEFINICAO

Uma matriz ¢(¢) de ordem n X n cujas colunas formam uma base para .2/ chama-se matriz
fundamental de (2).
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lineares Matriz fundamental

TEOREMA

Sejam ® e ¥ solugdes de (3), sendo ¢ fundamental. Existe uma tnica matriz C tal que
U(t) = ®(1)C, Vi €.

Em particular, C é ndo singular se, e somente se, ¥ é fundamental.
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Equacoes lineares Matriz fundamental

TEOREMA

Sejam ® e ¥ solugdes de (3), sendo ¢ fundamental. Existe uma tnica matriz C tal que
U(t) = ®(1)C, Vi €.

Em particular, C é ndo singular se, e somente se, ¥ é fundamental.

TEOREMA

Se ® € uma matriz fundamental de (2), ento a solugdo ¢(t, 7o, x0) de x’ = A(t)c + b, tal que
¢(t0, to, x0) = xo é dada por

o(t, 10, x0) = B(1) [cp(ro)*‘xo + /1 <1>(s)*‘b(s)ds}

fo

Em particular, se b = 0, entdio (7, 1, x0) = ®(£)®(10) ™' x0.
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Equacoes lineares Matriz fundamental

TEOREMA

Sejam ® e ¥ solugdes de (3), sendo ¢ fundamental. Existe uma tnica matriz C tal que
U(t) = ®(1)C, Vi €.

Em particular, C é ndo singular se, e somente se, ¥ é fundamental.

TEOREMA

Se ® € uma matriz fundamental de (2), ento a solugdo ¢(t, 7o, x0) de x’ = A(t)c + b, tal que
¢(t0, to, x0) = xo é dada por

o(t, 10, x0) = B(1) [cp(ro)*lxo + /1 <1>(s)*‘b(s)ds}

fo

Em particular, se b = 0, entdio (7, 1, x0) = ®(£)®(10) ™' x0.

FORMULA DE LIOUVILLE

Seja ® uma matriz cujas colunas sio solugdes de x' = A(¢)x. Dado 1y € I, vale

det(®(z)) = det[P(f)] exp [/tt trA(s)ds} ,tel
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Equacoes lineares Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X =Ax, Ac M(n). 4)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (4) tal que ¢(0) = Lxn.

@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(t) tem
propriedades andlogas a exponencial.
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Equacoes lineares Matriz fundamental

COEFICIENTES CONSTANTES

@ Considere a gora a equagdo linear homogénea de coeficientes constantes
X =Ax, Ac M(n). 4)

@ Denotemos por ¢(¢) a matriz fundamental de (4) tal que ¢(0) = Lxn.

@ Sen=1,A = a, entdo ¢(t) = . Mostremos que, em geral, a fungio t — @(t) tem
propriedades andlogas a exponencial.

PROPOSICAO (1)

Seja ¢(r) a matriz fundamental de (4) tal que ¢(0) = I,x,. Temos entéo:
@ ¢/(1) = Ad(r), com 6(0) = I;
(b) &(t+s5) = ¢(r)d(s), paratodo t,s € R;
(©) [p(t)]™" = ¢(—t), paratodot € R;

(d) asérie
= AR

Tk
k=0

converge para ¢(¢) em R, uniformemente em cada intervalo compacto.
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ineares Matriz fundamental

DEFINICAO

Ak

A exponencial de uma matriz A € M(n) é por defini¢ao ¢(1), ou seja, ¢* = 352 ik
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Equacoes lineares Matriz fundamental

DEFINICAO

. , . . o A*
A exponencial de uma matriz A € M(n) é por definicio (1), ou seja, e* = Do ik

OBSERVACAO
Note que podemos reescrever a Proposi¢@o 1 da seguinte forma:
d At
(a) % =Ae", come’ = I,
(b) ) = MM paratodot,s € R;
(©) [¢"]7" = e, paratodot € R;
k gk

r'A A P .
d) ' = > oreo R sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.
. y

PROPOSICAO (2)

Sejam A, B, C € M(n).
(a) Se BC = CA, entio ¢’®C = Ce™, paratodo t € R.
(b) Se AB = BC, entdo

&A= e’Ae'B, vt e R.

v
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Equacoes lineares Fluxo de equacoes lineares

RELEMBRANDO (FLUXO)

O fluxo da equagdo x' = f(¢,x) é por defini¢do a fungdo ¢ : Q — R" dada por
1
pltux) =x-+ [ Flsvpls.u0)ds

sendo Q = {(t,u,x) € R"?; t € I(u,x), (u,x) € U} CR x U.

(&)

@ Note entdio que o fluxo da equacio linear x' = Ax é dado por

o(t,x) = e”x, (t,x) € R x R".

LEMA (1)
O fluxo ¢ de x’ = Ax satisfaz as seguintes propriedades:
(a) ¢(0,x) = x, para todo x € R";
(b) @(t+s,x) = p(t,0(s,x)), paratodo s, € R, e todo x € R”;

(c) paracadat € R, a aplicagdo (1, -) é linear em R".
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