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Aula 8- 4

25 DE ABRIL

Aula de hoje: Conjugacéo de sistemas e exponencial de matrizes

(UFPR) MATE 7010 S1-2023 - PPGM-UFPR 2/10



Relembrando

EQUACOES LINEARES

DEFINICAO

Dada uma matriz A € M(n), considere o sistema homogéneo
X = A()-x (1)

e seja &/ o conjunto de todas as suas solucdes.

TEOREMA 1
O conjunto <7 é um espago vetorial e valem as afirmacdes:

(a) Dado s € I, aaplicacdo A, : R" — &7 que a cada xo € R" associa a solucdo o(t, s, x0),
que passa por (s, xp), é um isomorfismo;

(b) dim() = n;

(c) Se{vi,...,vs} é umabase de R", entdo {¢1, ..., p,} é uma base de <7, sendo

oi(t) = pi(t,s,v), j=1,...,n.
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Relembrando

EXPONENCIAL DE MATRIZES

DEFINICAO

. . . A*
Definimos a exponencial de uma matrizA € M(n) pondo ¢* = 312 ik

PROPOSICAO 1

k
*A . . .
(a) e = Z/fio R sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.

At
(b) % = A", come’ =1I;

(¢) ) = MM paratodot,s € R;
(d) [¢Y]7" = e, paratodot € R;
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Relembrando

EXPONENCIAL DE MATRIZES

DEFINICAO

. . . A*
Definimos a exponencial de uma matriz A € M(n) pondo ¢! = Yoo o

PROPOSICAO 1

k
*A . . .
(a) e = Z/fio R sendo a convergéncia da série uniforme em cada intervalo compacto.

At
(b) % = A", come’ =1I;

(¢) ) = MM paratodot,s € R;

(d) [¢Y]7" = e, paratodot € R;

(e) Se BC = CA, entio ¢’®C = Ce", paratodo 1 € R.

(f) Se AB = BA, entdo ¢'“T%) = ¢¢® . Vi € R, valendo a reciproca.
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Relembrando

TEOREMA 2

Considere o problema linear
x' = Ax,
x(0) = xo.
A tnica solucdo deste problema é o caminho x : R — R" dada por
x(1) = "' x.
Em particular, o fluxo da equacio x’ = Ax é
o(t,x) = e"x, (t,x) e R x R",

o qual satisfaz
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Relembrando

TEOREMA 2

Considere o problema linear
x' = Ax,
x(0) = xo.
A tnica solucdo deste problema é o caminho x : R — R" dada por
x(1) = "' x.
Em particular, o fluxo da equacio x’ = Ax é
o(t,x) = e"x, (t,x) e R x R",

o qual satisfaz
(a) ¢(0,x) = x, para todo x € R";
(b) @(t+s,x) = p(t,¢(s,x)), paratodo s, € R, e todo x € R”;

(c) paracadat € R, a aplicagdo (7, -) é linear em R".
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O calculo de alg

CONJUGACAO

DEFINICAO
Duas matrizes A, B € M(n) sdo ditas conjugadas se existe O € M(n) tal que

A=0Q0-B-Q07".
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O calculo de algumas exponenciais

CONJUGACAO

DEFINICAO
Duas matrizes A, B € M(n) sdo ditas conjugadas se existe O € M(n) tal que

A=0Q0-B-Q07".

@ Arelagio A ~ B = A e B sio conjugadas é uma relagdo de equivaléncia em M(n).

@ Dizemos que Q conjuga A e B e escreveremos A ~o B.
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O calculo de algumas exponenciais

CONJUGACAO

DEFINICAO
Duas matrizes A, B € M(n) sdo ditas conjugadas se existe O € M(n) tal que

A=0Q0-B-Q07".

@ Arelagio A ~ B = A e B sio conjugadas é uma relagdo de equivaléncia em M(n).

@ Dizemos que Q conjuga A e B e escreveremos A ~o B.

PROPOSICAO 2

Considere as equacdes
X =Ax e y = By.

Se A ~¢ B, entdo sdo equivalentes:
(a) y(¢) é solugdo de y’ = By;
(b) Qy(t) é solugdo de x’' = Ax.
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O calculo de algumas exponenciais

PROPOSICAO (3)

Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entéo:

(a) &' = Q07"

(b) se B = diag(ki, ...

, Kn), entdo e* = Qdiag(e™, ...

a b — 4 _ a| cos(b) sin(b)
c) seB= entdo e = ¢ .
© [ —b a } ’ [ —sin(b) cos(b)
v
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O calculo de algumas exponenciais

PROPOSICAO (3)
Sejam A, B € M(n) tais que A ~¢ B. Entéo:
(a) ' =Qe"07";
(b) se B = diag(k1,...,kn), entdo e* = Qdiag(e™, ... e")Q™";

B a b ~ A __ a| cos(b) sin(b)
(c) seB= [ b a },entaoe =e [ —sin(b) cos(b)
EXEMPLO
Considere a equagdo
1 0
‘=10 -2 1 |x
0o 0 -1

Neste caso, A ~¢ diag(1, —1, —2), sendo

1 1 0 1 0 1/2
Q=10 2 1| eQ@'=|0 0 —1/2
0 -2 0 01 -1
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O calculo de algum:

TEOREMA 3
Sejam A € M(n) uma matriz diagonalizdvel, isto é, A ~p D = diag(\i, ..., \), os vetores
vi=0-e,j=1...,neo0scaminhos

si(t) = &My, 1 € R,

Nestas condig¢des, cada s; € solugdo de
X = Ax,
x(0) = v,
e {vi,...,v;} é uma base do espago das solugdes de x' = Ax. Além disso,
x(t) =) Ls(r)
j=1
¢é a unica solugdo de

{ x = Ax,
x(0) =320, 4.
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de algum

EXEMPLOS
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O calculo de algumas

EXEMPLOS
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A, . ..,An), entdo

¢t = diag(e, ..., ™).
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O calculo de algun

EXEMPLOS

@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A, . ..,An), entdo

¢t = diag(e, ..., ™).

@ Se E é uma matriz nilpotente ndo nula, ou seja, existe £ € N tal que A* = 0e A*~! #£0,

entao
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O calculo de algumas exponenciais

EXEMPLOS
@ Se A é uma matriz diagonal por blocos quadrados, isto é, A = diag(A, . ..,An), entdo
¢t = diag(e, ..., ™).

@ Se E é uma matriz nilpotente ndo nula, ou seja, existe £ € N tal que A* = 0e A*~! #£0,

entao ,
EF
iy

@ Sejam A € Re J(A) = M + E, sendo E nilpotente

t
0 1 0 1 r =
2 (n—1)!
0 0 1 0 o 1 1 0
E=|: 1 1 = |, entdo /™ =V ,
PO . 00 1 '
0 0 O 1
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O calculo de algumas exponenciais

FORMA CANONICA DE JORDAN 2 x 2

TEOREMA: JORDAN 2 x 2

Sejam A, x> uma matriz real e A\j, A, sdo as duas raizes de seu polindmio caracteristico. Temos

entao:

Q se M, 2 €Re )\ # X\, entio A ~ ( )(\)1

Q se=X =X €eRe

(a) dim(Vy,) =2, entio A = ( AOO
Ao
1

(b) dim(Vy,) =1, entdo A ~ <

0
A )

0
0

. )

@ se\i=a+ibed=a—ib,b#0,entio A ~ ( _ab z )

a (UFPR) MATE 7010 S1 - 2023 - PPGM-UFPR 10/10




	Aula 8-25/04
	Relembrando
	O calculo de algumas exponenciais

