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LISTA 2: Supremo e infimo

Exercicio 1 Seja E um subconjunto de um conjunto ordenado S. Suponha que o € S é uma cota
inferior de E e que B € S € uma cota superior de E. Mostre que o < 3.

Exercicio 2 Considere A C R um subconjunto nao vazio e limitado inferiormente e defina
—A={—z xe€ A}
Prove que inf A = —sup(—A).
Exercicio 3 Considere dois nimeros complezos
z=a+bi e w=c+di

e defina a relagdo
z<w = se a<c, ou a=ce b<d.

Verifigue que < define uma relacdo de ordem em C. Esta relagio de ordem é compativel com as
operagoes de soma e produto usuais de C? (Dica: o complezo z =1 é um problema.)

Exercicio 4 Resolva as sequintes equacoes (em R) justificando cada operacao que vocé utilizar
(a) 20 +5=28; (c) x* = 2x;
(b) 22 —1=3; (d) (x+2)(z—1)=0;
Exercicio 5 Se a € R satisfaz a®> = a, prove que a = 1 ou a = 0;
Exercicio 6 Dados a,b € R, mostre que a®> + b> = 0 se, e somente se, a =b = 0;
Exercicio 7 Sejam a,b € R com 0 < a < b. Prove que a™ < b", para qualquer n € N;
Exercicio 8 Obienha o infimo e o supremo, caso existam, de cada um dos conjuntos.
(a) A={z €R; 2z +5>0}; (c) C={zeR; z<1/x};
(b)) B={z€R; x+2 > 2%}, (d) D={z €R; 2?2 —22 —5 < 0};

Exercicio 9 Mostre que se A C R contém uma de suas cotas superiores, enldo esta cola superior € o
supremo de A;

Exercicio 10 Seja A C R ndo vazio. Mostre que B € R € uma cota superior de A se, e somente se,
as condicoes
teR e t>p

implicam em t ¢ A;



Exercicio 11 Sejam A e B subconjuntos limitados de R.
(a) Mostre que AU B é limitado,
(b) Mostre que sup(A U B) = sup{sup(A),sup(B)};
Exercicio 12 Sejam A um subconjunto limitado de R e Ay C A, ndo vazio. Mostre que
inf(A) < inf(Ap) < sup(Ap) < sup(A)
Exercicio 13 Sejam A e B subconjuntos limitados e ndo vazios de R e defina
A+B={a+b Vac A e be B}
(a) Mostre que sup(A 4+ B) = sup(A) + sup(B);
(b) Mostre que inf(A + B) = inf(A) + inf(B);
Exercicio 14 Sejam A e B subconjuntos limitados e nao vazios de R e defina
A-B={a-b,Vac A e be B}
(a) Se A, B C R", mostre que sup(A - B) = sup(A) - sup(B);
(b) Se A, B C R™, mostre que sup(A - B) = inf(A) - inf(B);
(c) Se ACRY e BCR™, mostre que inf(A - B) = sup(A) - inf(B);

Exercicio 15 Sejam X um conjunto nao vazio e f : X — R uma func¢ao com Im(f) um conjunto
limitado. Dado a € R mostre que

sup{a+ f(x); z € X} = a+sup{f(z); z € X}
inf{a + f(z); z € X} =a+inf{f(z); v € X}

Exercicio 16 Sejam X um conjunto nao vazio e f,g : X — R duas fung¢ées com Im(f) e Im(g)
limitados. Mostre que

sup{f(z) + g(x); © € X} <sup{f(z); © € X} +sup{g(z); = € X}
inf{f(z) + g(x); z € X} > inf{f(z); x € X} +inf{g(z); z € X}

Exercicio 17 Considere os conjuntos X =Y ={z € R; 0 < x < 1} e defina a fun¢io h: X xY — R
por h(x,y) =2z +y.

(a) Fizado x € X, obtenha os valores
f(x) = sup{h(z,y); y € Y}

(b) Obtenha inf{f(x); v € X};

(¢) Fizado y €Y, obtenha os valores
9(y) = inf{h(z,y); = € X};

(d) Obtenha sup{g(y); y € Y};



Exercicio 18 Repita o exercicio anterior para a funcdo h: X XY — R definida por

] 0, se xz<uy,
h(l’,y){ 17 se x}y

Exercicio 19 Sejam X e Y conjuntos nao vazios e h : X XY — R uma fun¢do limitada. Defina as
funcoes f: X > Reg:Y — R por

f(z) =sup{h(z,y); y €Y} e g(y) =inf{h(z,y); z € X}

Prove que
sup{g(y); y € Y} < inf{f(z); = € X}



