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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Conjuntos e Funcoes
Um conjunto é uma colecao de objetos. A seguir, serao usadas as seguintes notagoes:

e N=1{1,2,3,...}, denota o conjunto dos nimeros naturais.
e Z={...,—-3,-2,—-1,0,1,2,3,...}, denota o conjunto dos nimeros inteiros.
e Q={m/n:m €Zen e N} denota o conjunto dos nimeros racionais.

e R, denota o conjunto dos nimeros reais.

Escrevemos:

1. x € A, quando o elemento = pertence ao conjunto A
2. A C B, quando todo elemento de A pertence a B (A é subconjunto de B)

3. A & B, quando todo elemento de A pertence a B porém existe algum elemento em B
que nado pertence a A (A é subconjunto préprio de B)

Exemplo: Consideremos os seguintes conjuntos
A={2n:neN}, B={4n:n e N}

Provemos que B ¢ A. De fato, seja © € B, entao x = 4n para algum n € N, porém este
pode ser escrito da forma z = 2(2n) = 2m, onde claramente m = 2n € N, logo x € A, Agora
vejamos que Jx € A tal que 2 ¢ B; tomamos z = 2 = 2(1) € A provemos que este nao pertence
a B. Procedamos usando o argumento do absurdo (ou contradigao), isto é, suponhamos que
x = 2 € B entao existe n € N tal que 2 = 4n, porém esta igualdade somente ¢ satisfeita se n
for o nimero racional n = 1/2 o qual no pertence a N, fato que nos fornece uma contradigao.
Portanto A C B.

operacoes em conjuntos

1. Unido: AUB={z:x€ A ou ze€ B}

2. Intersecao: ANB={zx:2€ A e x€ B}

3. Complemento relativo: A\B={z:2€ A e x¢& B}

4. Produto cartesiano: A x B ={(a,b):a € A e b€ B}

4



5. Unido infinita: U A, ={z:z €A, paraalgum n € N}

n=1

6. Intersecao infinita: ﬂ A, ={x:x € A, paratodo n e N}

n=1

Dizemos que dois conjuntos A e B sao iguais, e escrevemos A = B, se eles contém os mesmos
elementos, isto é

ACB e BCA

Exemplo: Sejam A, B e C tres conjuntos, vejamos que
AN(BUC)=(ANnB)U(ANC).

De fato, mostremos primeiro C: seja x € AN (BUC), logo z € Aex € BUC, este tltimo
indica que x € Bouxz € C. Sex € B entdao x € AN B e portanto z € (AN B)U(ANC),
similarmente, se x € C entdo x € AN C e portanto z € (AN B) U (AN C). Dai que
AN(BUC)C (ANB)U(ANCQC)

Obtenhamos agora a outra inclusdo, D: Sejax € (ANB)U (ANC), entao x € AN B ou
x € ANC. Qualquer que seja o caso, x € A porem x pode pertencer a B ou C' ou ambos, entao
r€ BUC,logox e AN (BUCQC).

Uma funcao f, com dominio Dy C X e contradominio Y, ¢ uma relagao que a cada elemento
x do conjunto Dy associa un unico elemento f(z) do conjunto Y. Neste caso, escrevemos

fiDjCcX = Y
r = f(x)

Uma funcao estard caracterizada pelo seu dominio, e sua regra de correspondéncia. Quando
para uma funcgao se fornega unicamente uma regra de correspondéncia sem especificar qual é
o seu dominio, assumiremos que seu dominio é o maior conjunto de X onde a regra de corres-
pondéncia faz sentido. Funcoes reais de variavel real sao funcoes cujo dominio e contradominio
sao subconjuntos dos niimeros reais.

Observacoes:

1. Por ejemplo, se consideramos uma funcao real de variavel real e para descreve-la unica-
mente escrevemos f(z) = y/& — 1 sem especificar o dominio, o dominio neste caso sera
Dy ={reR:1<z < oo} que é o maior conjunto onde a regra de correspondéncia faz
sentido.

As fungoes f(z) = \/z(z — 1) e g(z) = /rv/x — 1 sdo as mesmas?

2. Nem todos os elementos do contradominio Y estao necessariamente relacionados com um
elemento de Dy, por exemplo

f:[-1,4=R, f(z)=(z—1)%.

O elemento y = —1/2 de Y = R néo é é atingido pela fungdo, pois nao existe v € Dy =
[—1,2[ tal que f(x) = —1/2. Também, neste exemplo, dois elementos de D; podem estar
relacionados com um tunico elemento de Y: paray =1 € Y existem 21 =0 e x5 = 2 de

Dy tais que f(z1) = y = f(22).

Dada a fungao f : Dy — Y e os subconjuntos A C Dy e B C Y, denotaremos



1. f(A) :={f(x): 2 € Dy} : Imagem de A atravez de f.
2. f7YB):={x € Dy : f(z) € B} : Imagem inversa de B atravez de f.
Mostremos que

f(A1 N Ag) C f(A) N f(A2)

Seja y € f(A1 N Ay), logo existe z € A; N As tal que y = f(z). Como z € Ay entdo y = f(z) €
f(A1) e como z € Ay entdo y = f(z) € f(As), portanto y € f(A1) N f(As).

Os conjuntos acima podem nao coincidir, pois por exemplo se consideramos a fungao f(x) =
z? e os subconjuntos A; = {r e R: -1 <2 <0}, 4o = {r € R: 0 < x < 2} entao
Ay N Ay = {0}, logo f(A; N Ay) = {0}, porém

f(A)) = {yeR:0<y <1},
f(A2) = {yeR:0<y <4}
f(A)Nf(A2) = {yeR:0<y <1}

Seja f : Dy — Y, Dizemos:

1. f é injetiva, se para x; # x5 tem-se f(z1) # f(x2).
2. f é sobrejetiva, se f(Dy) =Y.

3. f é bijetiva se for injetiva e sobrejetiva.

Dada uma fungao injetiva f : Dy — Y sabemos que paray € f(Dy) existe um tnico x € Dy
tal que f(z) =y. Assim definimos a fungao inversa [~ : f(D;) — D; dada por f~'(y) = .

Dadas duas fungoes f : Dy =Y, g : Y — Z, definimos a composicao de fungoes go f :
Dy — Z como sendo

(go f)(x) :=g(f(x)), Vze Dy

1.2 Numeros Naturais principio de inducao

O conjunto dos nimeros naturais N é definido como um conjunto que atende os seguintes
axiomas:

1. Existe uma funcao injetiva s : N — N (s é chamada de fungao sucessor)

2. Existe um tnico elemento 1 € N tal que 1 # s(n) para todo n € N (N tem um primeiro
elemento).

3. Se um conjunto W C N étal que 1 € We s(W) C W (ou s(n) € W, Vn € W), entdo
W =N.

Para cada n € N s(n) chama-se o sucessor de n. Estas propriedades sdo conhecidas como os
axiomas de Peano. O axioma 3 é conhecida como o principio de inducao.

Estes 3 axiomas sa suficientes para definir soma e produto de elementos em N e uma ordem
entre seus elementos “<”. Por exemplo a soma é o produto sao definido de forma recursiva:

m+1:=s(m), m+s(n):=s(m+n)

m-1l:=m, m-(n+1l):=m-n+m
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Assim as notagoes que adotaremos (com a qual ja estamos acostumados) sao
1, 2=s(1), 3=s(2),...

O principio de indugao matematica é uma ferramenta poderosa para estabelecer a validade
de alguma afirmacao indexada aos nimeros naturais. Uma das suas principais consequéncias ¢é
que N satisfaz o principio do bom ordenamento que consiste em que subconjunto nao vazio
de N tem um elemento minimo, isto é, se ) # A C N, entao existe ng € A tal que ny < n para
todo n € A. Mostremos este fato. Seja ) # A C N. Se 1 € A ndo a nada a provar pois 1 seu
menor elemento. Se 1 ¢ A Denotemos com W o conjunto dos indices n € N tal que AN, =0
onde

I, ={1,2,...,n}.

Claramente 1 € W. Sen+ 1 € W para todo n € W, pelo principio de indugao teriamos que
W = N e portanto

ANI, =0, YneN = A_mAN:(Z),

o qual é absurdo, pois A # (). Portanto existe n € W tal que n + 1 € W o qual significa que
n + 1 pertence a A e é seu primeiro elemento.

com as novas notagoes o Principio de Indugao pode ser escrito da seguinte forma: Se
X C N satisfazendo

1. 1eW.

2. Sen € W implica que n +1 € W.

Entao necessariamente W = N.

Exemplo: : Mostremos que

n(n+1)

L+24- fn=——

para todo n € N. Seja W o conjunto de ntimeros naturais para a qual é valida a igualdade
anterior. Claramente 1 € W, suponhamos entao que k£ € W, isto é,
k(k+1)

L2+ th= =0,

vejamos que k + 1 € W. De fato

—k(k;U k) = (k1) (k24 1) = (“1)2(“2).

Logo, pelo principio de inducao matematica temos que W = N, isto a igualdade 7 vale para
todo n € N.

No que segue Z a extensao do conjunto dos nuimeros naturais com operacoes de soma e
produto de tal forma que todo natural tenha um inverso aditivo. Essas operacoes de soma e
produto sao compativeis com as operacoes de soma e produto utilizadas no dia a dia. Assim
Z=A...,-2,-1,0,1,2,...}.

En alguns casos, algumas afirmagcoes sao validas apenas para n > ng onde ng € Z. Neste
caso podemos usar uma versao equivalente ao principio de inducao, a qual pode ser enunciada
da seguinte forma:

I1+2+-+k+(k+1)=

Principio de Inducao (versao 2). Seja W C {n € Z : n > ny} tal que
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1. n()EW.

2. Se k € W implica que k+1 € W.

Entao W ={n€Z:n>ny}.

Exemplo: : Seja x > —1, vejamos que a desigualdade de Bernoulli (1 4+ )" > 1+ nz é
valida para n > 0. De fato, Seja W o conjunto dos nimeros inteiros maiores ou iguais a zero
que satisfazem a desigualdade anterior. Claramente 0 € W, suponhamos entao que k € W,
mostremos que k£ + 1 € W. De fato,

I+z2)""=0+2)"1+2) >0 +nz)1+2z2)=1+n+ Dz +nz?>1+ (n+ 1)z

Logo, pelo principio de indugao (versao 2) temos que W = {n € Z : n > 0}, isto a desigualdade
? vale para todo n > 0.

Principio de Indugao Forte. Seja W C N tal que

1. O nimero 1 ¢ W.

2. Sel,....ke W implica que k+1 € W.

Entao W = N.

. , . Ty + Ty
Exemplo: Considere os nimeros x,, definidos por #; :== 1, 29 := 2 e 7y = ————

2
n > 2. Mostremos que 1 < z,, < 2 para todo n € N. De fato, Se denotamos com

W={neN: tal que 1 <z, <2},

entao vemos que 1,2 € W. Suponhamos que 1,...,n € W com n > 2, mostremos que
n+ 1€ W. de fato, como

1+l <2+, 1<2+2 = glgwﬂ,

isto é 1 < x,.1 <2, portanto n + 1 € W. Pelo principio de inducao forte temos que X = N.

1.3 Conjuntos Finitos, Infinitos e Enumeraveis

No que segue usaremos a notagao
I, ={1,2,...,n}.

Definicao: Consideremos um conjunto X nao vazio. Dizemos que um conjunto X é finito se
podemos estabelecer uma bijecao entre X e algum I, isto é, se existe uam bijecao f : [,, - X
para algum n € N. Neste caso dizemos que X tem n elementos e o conjunto X pode ser
escrito da forma X = {f(1), f(2),..., f(n)}. Quando nao é possivel estabelecer uma bije¢ao
entre X e algum I, dizemos que X ¢ infinito. Convencionamos que o conjunto vazio () é finito
e tem 0 elementos.

Observe que se g : X — Y é uma bijecao e um desses dois conjuntos ¢é finito, entao o outro
também serd finito. De fato, se X ¢ finito entao existe uma bijegao tal que f : I, — X, entao
go f: I, — Y serd uma bijecao e portanto Y é finito.

Theorem 1.3.1 Se existe uma bijecao f : X — 'Y entao para a € X e b €Y fizados, existe
uma bijecao g : X — 'Y tal que g(a) = 0.



Proof: Se f(a) = b a conclusao do lema é verdadeiro. Caso f(a) # b, construimos g : X — Y
dada por

gla)=b, g(f (b)) =f(a) e glx)=[f(z) VeeX a#a z#f ()

Deixamos ao leitor como exercicio mostrar que g ¢ uma bijecao. O

Theorem 1.3.2 Seja n € N, nao existe bijecao entre I,, e um subconjunto préprio.

Proof: Seja W o conjunto de indices n € N tal que ha uma bijecao I,, com algum subconjunto
préprio dele. Suponhamos que W # (), logo pelo principio do bom ordenamento de N, consi-
deremos ny o menor numero natural que pertence a W. Asim existe uma bijecao f : I,,, — A
onde A ¢ I,,. Se ng € A pelo Lema anterior podemos considerar que f(ng) = ng, asim a
restricao f : I,,,_1 — A\ {ne} continua sendo uma bijecao com A\ {no} & I,,—1 0 que con-
tradiz a minimalidade de ng. Se ng € A entdao f : I,,_1 — A\ {f(ng)} continua sendo uma
bijecao com A\{f(ng)} & In,—1 0 que também contradiz a minimalidade de ng. O

Corollary 1.3.3 O numero de elementos de um conjunto finito € unico.

Proof: Procedamos pelo absurdo, seja A # () um conjunto finito tal que existem bijegoes
f:I,—Aegqg:I, — A, comn # m. Suponhamos que n < m, consideramos ¢ o f : I,, = I,,
a qual é uma bijecao entre I,, e o subconjunto préprio I,, a qual contradiz o teorema 7. Logo
necessariamente n = m. O

Theorem 1.3.4 Todo subconjunto de um conjunto finito € finito.

Proof: Seja X # () um conjunto finito e a € X, mostremos primeiro que X \ {a} é finito. Por
X ser finito existe uma bijecao f : I,, = X e pelo lemma ? podemos considerar que f(n) = a,
assim f: I,_1 — X \ {a} é uma bijecao, logo X \ {a} ¢ finito. O caso geral o mostramos por
indugao sobre o numero de elementos dos conjuntos. Se um conjunto tiver n = 1 elementos, os
subconjuntos seriam o vazio ou ele proprio os quais sao finitos. Supondo que todo subconjunto
de um conjunto de k elementos ¢ finito, vejamos que todo subconjunto de um conjunto X de
k + 1 elementos também ¢é finito. De fato, Seja Y C X, se Y = X nao hd nada que provar,
caso contrario, se Y ¢ X existe a € X tal que a ¢ Y entdo Y C X \ {a}, como X \ {a} tem k
elementos, pela hipotese indutiva temos que Y é finito. a

Corollary 1.3.5 Seja f: X — Y.
1. SeY ¢€ finito e f injetiva, entao X € finito.
2. Se X € finito e f sobrejetiva, entao Y € finito.

Proof: Item 1: Como f: X — Y é injetiva entdao f : X — f(X) é uma bijecdo. Dado que
f(X) CY pelo teorema anterior f(X) é finito e portanto X é finito.

Item 2: Como f : X — Y é sobrejetiva entao para cada y € Y existe pelo menos um z € X
tal que f(z) = y, assim para cada y escolhemos um tnico elemento z, entre os elementos x que
satisfazem a relacao f(z) =y. Isto define uma fungdo g : Y — X dada por g(y) = x,. Nestas
condigbes g ¢é tal que f(g(y)) = f(zy) = y para todo y € Y e portanto g é injetiva (provel!).
Logo pelo primeiro item, dado que X ¢ finito, temos que Y ¢ finito. a



Theorem 1.3.6 N ¢ infinito

Proof: Procedamos pelo absurdo. Suponhamos que N é finito, entao existe uma bijecao
f:I, = N isto é N ={f(1),...,f(n)}, m = max{f(:) : i € I,} entdo m € N e portanto
m+1 € N, porem nao existe i € I,, tal que f(i) = m+1, isto é, f nao é sobrejetiva o que entra
em contradicao com o fato de ser bijecao. a

Vejamos agora que, N é o “menor conjunto infinito”.
)

Theorem 1.3.7 Se X é um conjunto infinito, entao existe uma func¢ao injetiva f: N — X.

Proof: escolhemos x; € A; := X pois este conjunto é nao vazio e definimos f(1) = z;.
Da mesma forma escolhemos o € Ay := X \ {f(1)} pois este conjunto ndo é vazio, pois X
é infinito e definimos f(2) = x5. Seguindo recursivamente com este processo para n > 3, to-
mamos x, € A, := X \ {f(1), f(2),..., f(n — 1)} pois este conjunto nao é vazio e definimos
f(n) = x,. Nestas condigoes a funcao f ¢ injetiva. De fato, se n # m digamos m < n entdo

f(m) € {f(1),..., f(n = 1)}, porem f(n) & {f(1),..., f(n — 1)}, portanto f(m) # f(n). O

Definicao: Um conjunto X se diz que é enumeravel se é possivel estabelecer uma bijecao com
N, isto é, se existe uma bijecao f : N — X. Neste caso, f é chamado de uma enumeracao de
X e se denotarmos por z,, := f(n) para todo n € N, temos que X = {z1,z9,...,2,,...}.

Exemplo:

1. O conjunto 2N := {n € N : n é par} (naturais pares) é enumeravel, pois f : N — 2N
definido por f(n) = 2n é uma bijecao.

2. O conjunto dos inteiros é enumeravel ja que a fun¢ao f : N — Z definida por f(1) = 0,
f(2n) =ne f(2n+ 1) = —n é uma bijegao.

Definicao: Dizemos que um conjunto X é contavel, se for finito ou enumeravel.

Theorem 1.3.8 Todo subconjunto de N € contdavel.

Proof: Seja X C N, se X for finito nao ha nada que mostrar. Caso X seja infinito. Defino a
funcao f : N — X da seguinte forma

f(1) = minX

f2) = min[X\ {f(1)}]
f3) = min[X\{f(1), f(2)}]

fn+1) = min[X\ {f(1), f(2),... f(n)}]

Esta fungao assim definida é injetiva. Observe que n < f(n) para todo n € N (Prove usando
inducao!). Seja my € X vejamos que my € {f(1),..., f(mo)} o qual mostraria que f é so-
brejetiva. Procedamos pelo absurdo, isto é, suponhamos que my & {f(1),..., f(mo)}, logo
mo € X\ {f(1),..., f(mg)} e portanto f(mo+ 1) < mg. Como my+ 1 < f(mg+ 1) segue que
mo + 1 < mg o que é absurdo. O
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Corollary 1.3.9 Todo subconjunto de um conjunto enumerdvel é contdvel.

Proof: Seja X enumeravel e seja A C X. Desde que existe uma bijecao f : X — N temos que
f:A— f(A) continua sendo uma bijegao. Como f(A) C N entao f(A) é contavel logo existe
uma bijegao, g, entre f(A) e algumn I, ou N, assim g o f é uma bijecao de A com algumn I,
ou N, logo A é contavel. O

Corollary 1.3.10 Seja f: X — Y onde X €Y sao conjuntos infinitos.
1. Se'Y € enumerdvel e f injetiva, entao X é enumerdvel.

2. Se X € enumeravel e f sobrejetiva, entao Y é enumerdvel.

Proof: A prova é similar a prova do Corolario 1.3.5 pela qual fica como exercicio para o leitor.
O

Corollary 1.3.11 O produto cartesiano de dois conjuntos enumerdveis é tambem enumerdvel.

Proof: Mostremos primeiro que N x N é enumeravel. Consideremos a funcao h: N x N — N
dada por h(n, m) = 2"3™, nestas condigbes h é injetiva por causa da unicidade da decomposicao
de um nimero em fatores primos, logo pelo corolario anterior N x N é enumeravel. Agora, se-
jam X e Y enumeraveis, logo exitem sobrejecoes f : N — X e g : N — Y entao definimos
h:NxN— X xY dada por h(n,m) = (f(n),g(m)). Nestas condi¢bes h é sobrejetiva o que
implica, pelo corolario anterior, que X X Y é enumeravel. O

Exemplo: Q é enumeravel pois a funcao f : Zx N — Q dada por f(m,n) = m/n é sobrejetiva.

Corollary 1.3.12 A reunidgo enumerdvel de uma familia de conjuntos enumerdveis € enu-
merduvel.

Proof: Seja X, X,,...,X;, ... conjuntos enumeraveis, logo exitem sobrejecoes f; : N — X

para todo ¢ € N. Denotemos com X = U X, mostremos que este conjunto é enumeravel. De
ieN

fato, basta definir a fungdo f : N x N — X dada por f(n,m) = f,(m) a qual é sobrejetiva, e

pelo corolario 7 X é enumeravel. O

Exemplo: Nem todo conjunto infinito é enumeravel. Para ilustrar este fato, consideremos S
o conjunto da sequéncias infinitas cujos elementos sao nimeros binarios, isto é, os elementos

de S sao da forma: a = (ag,a9,...,y,...) onde a, é ou 0 ou 1. Suponhamos que S é
enumeravel, logo, ele pode ser enumerado da forma S = {a',a? ...,a", ...} onde para cada
neN, a" = (af,a8,...,a,...). Formemos a nova sequéncia b = (01, B2, ..., Bm,...) dada

por 3, =1—al". Claramente b € S e como 3, # o temos que b # a™ para todo m € N, isto
éb¢ S oque é uma contradicao.

O metddo usado no exemplo anterior é conhecido como: processo da diagonal de Cantor.

Exemplo: O conjunto R dos nimeros reais nao é enumeravel, para isso basta mostrar que
o intervalo ]0, 1] ndo é enumeravel. Usaremos o processo da diagonal de Cantor. Em primer
lugar, adotaremos a representacao decimal infinita da seguinte forma:

0,37=0,36999..., 0,831 =0,830999...
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Esta representacao é tunica. Agora procedamos pelo absurdo, suponhamos que o conjunto das
representagoes decimais infinitas do intervalo |0, 1[ seja enumeravel, logo podemos enumerar
seus elementos, isto é, |0, 1[= {ay, as, ...} onde

a1 = 0, 1000200130014 . .
az = 0, g1 (rp0ra30024 . . .

ap = 07 An10p20n30ng . . .

Consideremos o nimero decimal b = 0, 818205 . . ., onde para cada j € N, 8; = 6 quando a;; =5
e B; = 5 quando «a;; # 5, assim ; # «;; para todo j € N e portanto b # a; para todo j € N,
isto é b ¢]0, 1] a qual é uma contradigao.
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1.4 Exercicios

Secao 1.1

1. Sejam A e B dois conjuntos, mostre que

(a) A C B seesomentese ANB = A.
(b) AN (BUC) = (A\ B)N(A\C).
() AN(BNC)=(A\B)U(A\C).

2. Seja f: A — B uma funcao e E, ' C A and G, H C B. Mostre que

a) f(EUF)=f(E)U f(F).
b) [FUGUH) = [71(G)
(c) f[FHGNH) = [f7G)
(d)

)

(
( U fi(H).
N (H).
d) Se f ¢é injetiva entao f~(f(F E.

) =
(e) Se f é sobrejetiva entao f(f~HG)) =
3. Sejam f: A— Beg:B — C duas fungoes. Mostre que
(a) Se f e g sao injetivas, entdao g o f é injetiva.
(b) Se f e g sdo sobrejetivas, entao g o f é sobrejetiva.

(c) Se f e g sao bijetivas, entdao g o f é bijetiva. Atravez de um contra exemplo mostre
que o reciproco nao é verdadeiro.

(d) Se go f é injetiva, entao f é injetiva.

(e) Se go f é sobrejetiva, entao g é sobrejetiva.
Secao 1.2

1. Usando o principio de indugao, prove que

(a) 1+3+---+(2n—1) =n® para todo n € N.
4n3 —n

(b) P+32+---+(2n—1)? = para todo n € N.

n*(n + 1)

(c) 13+23+~~~+n3:TparatodonEN.
1 1 1 n
()1'2—1—2'3—1— +n(n—i—1) 7 baratodon €
— 1) n(n 4 1
(e) 12—22+32+-~-+(—1)"+1n2:< ) ;(n+)paratodon€N

2. Prove a férmula do Binomio de Newton: Sejam a,b > 0, entao para todo n € N vale
n __ - n 11n—1i n o TL'
(a+b)" = ZZ; (2) a'b"™", onde (2> BRI
3. Prove que

(a) n® + 5n é divisivel por 6 para todo n € N.
(b) 52" — 1 é divisivel por 8 para todo n € N.

13



9.

. prove as seguintes desigualdades

(a) 2™ > n para todo n € N.
(b) 2" < n! para todon >4, n € N.
Sejam my,ms € N tal que my; < my. Considere os nimeros x,, definidos por x; := my,
x +z ., . -
Ty 1= Mo € Tnya = —== "™ paran € N. Usando o principio de indugao forte, mostre

que m; < x,, < my para todo n € N.
Sejam mq,mo, ..., m, fixados em N, considere os nimeros x,, definidos por

Tp—1 +xn—2 + - +xn—s
Ty =M1, g =Ma,... Tg = Mg, Ty = , para n > s.
S

Mostre que

min m; < z,, < max m; para todon > s+ 1.
1<i<s 1<i<s

o]
Prove que / e *z" = n! para todo n > 0.
0

Use o principio da boa ordenacao de N para mostrar que: dados n,m € N com n > m ou
n ¢ multiplo de m ou existem ¢, € N com r < n tal que n = mq+r. Prove que g e r
sao unicos com esta propriedade.

Prove o principio de indugao com uma consequéncia do principio da boa ordenacao.

Secao 1.3

1.

Sejam A e B dois conjuntos finitos disjuntos de n e m elementos respectivamente, mostre
que AU B tem n + m elementos.

Seja A C B onde A e B tem n e m elementos respectivamente, mostre que B \ A tem
m — n elementos. Deduza daqui que n < m.

Sejam A e B dois conjuntos finitos de n e m elementos respectivamente. Se AN B tem k
elementos, mostre que AU B tem n + m — k elementos.

Sejam A e B dois conjuntos finitos de n e m elementos, mostre que A x B tem nm
elementos.

Seja X um conjunto, denotemos com P(X) o conjunto onde seus elementos sao todos os
subconjuntos de X.

(a) Seja X ={1,2,3} determine os 8 elementos de P(X).

(b) Mostre usando inducao que, se X tem n elementos entao P(X) tem 2" elementos.

Estabeleca uma bijecao entre N e o conjunto dos niimeros naturais impares maiores que
5.

Suponha que existem funcgoes injetivas f : N — X e g : X — N. Mostre que X é
enumeravel.

Se A é um conjunto enumeravel e B um conjunto contavel, mostre que AUB é enumeravel.
Use este fato para mostrar que o conjunto dos irracionais nao é enumeravel.

14



9. Denote com F o conjunto cujos elementos sao todos os subconjuntos finitos de N. Mostre
que F é enumeravel.

10. Mostre que P(N) nao é enumeravel. Dica: estabeleca uma bijegdo entre o conjunto S
das sequéncias com algarismos bindrios e P(N) da seguinte forma: o — B sendo que se
o termo na posicao n da sequéncia « é 1, entao n pertence ao conjunto B, caso contrario
n nao pertence a B, por exemplo

(0,1,1,0,1,...) — {2,3,5,...}.
Exercicios Adicionais

1. Seja n € N. Mostre que no existe nimero natural m tal que n <m <n + 1.
2. Mostre que n < f(n) para todo n € N no Teorema 1.3.8.

3. Mostre o Corolério 1.3.10.
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Capitulo 2

Corpos Ordenados, Niumeros Reais

2.1 Numeros racionais

O conjunto dos nimeros racionais
Q:={n/m:ne€Z,meN}

dotado das operagoes binarias de adi¢ao e multiplicagao:

ny Ny N1y + namy ny N2 TN

my o my mimg T my my mymy
tem uma série de propriedades algébricas que satisfazem os conjuntos chamados de corpos que

descrevemos a seguir.

Defini¢ao: [Corpos| Um conjunto K munido de duas operagoes bindrias chamadas de adi¢ao
“+” e multiplicacao “.”:

+: KxK — K 0 KxK — K
(a,b) +— a+b’ (a,b) +— a-b’

é dito corpo se satisfaz cada dos seguintes axiomas

(A1) Existéncia de elementos neutros. Existe 0 € K chamado de elemento neutro aditivo
e 1 € K chamado de elemento neutro multiplicativo, com 1 # 0, satisfazendo

a+0=a, a-1=a, VaeckK.

(A2) Existéncia de elementos inversos. Aditivo: para cada a € K existe um elemento
denotado por —a € K tal que a + (—a) = 0. Multiplicativo: para cada a € K, a # 0,
existe um elemento denotado por a™! € K tal que a-a~! = 1.

(A3) Propriedades comutativas, asociativas e distributiva.
Comutativa: a+b=0b+a, a-b=1>-a para todo a,b € K.
Asociativa: (a+b)+c=a+ (b+¢), (a-b)-c=a-(b-c) para todo a,b,c € K.
Distributiva: a- (b4 ¢) =a-b+ a-c para todo a,b,c € K.

Exercicio: Deixamos pro leitor verificar que Q é um corpo com a adicao é multipicacao
introduzidas acima.

Observe que, num corpo K, ainda podemos introduzir otras duas operacoes binarias:

1. Substragdo: a —b:=a+ (—b) para a,b € K.
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2. Divisao: a/b:=a-b"! paraa,b € K, b# 0.
Algumas propriedades:

1. Vejamos que a -0 = 0 para todo a € K. De fato,
a-0=a-(04+0)=a-04+a-0

somando —(a - 0) temos que a -0 = 0.

2. Sea-b=0entdo a =0 ou b = 0. De fato, suponha a # 0, entdo multiplicando por a*

cada membro de a - b = 0 temos que
b=a1-0=0.

“O conjunto QQ é insuficiente para expressar qualquer medigao”

Para ilustrar esta afirmacgao consideremos um triangulo retangulo cujos catetos tem compri-
mento igual a 1, vejamos o comprimento da hipotenusa, h, nao pode ser expressado por um
numero racional. Usemos o argumento do absurdo, isto ¢, suponhamos que h ¢ um ntumero
racional n/m com n e m co-primos (o tinico nimero natural que divide estes niimeros simulta-
neamente é o 1). Entao, pelo teorema de Pitdgoras tem-se que (n/m)? = 12 + 12 = 2, de onde
seque que n? = 2m?. Isto implica que n? é par e portanto n é par (prove!), logo n = 2r com
r € N que ao ser substituido resulta em 472 = 2m?2, logo m? = 2r2, isto é m? é par e portanto
m é par, desta forma n e m nao podem ser co-primos, isto contradiz nossa suposicao sobre h.
Observe que acabamos de mostrar que

2
nao existe n/m € Q tal que (ﬁ) = 2. (1.1)
m

o qual sera usado posteriormente.

Esta deficiéncia dos ntimeros racionais estimulou a construgao de um conjunto maior que
contenha, alem de Q, nimeros que possam expressar qualquer medicao, porem mantendo a
mesma estrutura de Q, isto é, continuando a ser um corpo. Para introduzir este novo conjunto
precisaremos introduzir alguns conceitos adicionais.

2.2 Corpos Ordenados, Supremos e Infimos

Um corpo K é ordenado se contem um subconjunto P, chamado subconjunto dos elementos
positivos de K, satisfazendo as seguintes propriedades:

1. YVa,be P,a+be Pea-beP.
2. Dado x € K somente ocorre uma das tres posibilidades: ou x € P, ou —x € P, ou x = 0.
Observacoes:

e Se denotamos com —P = {z : —x € P} chamado de subconjunto dos elementos negativos
temos que K = PU {0} U (—P).

e 0& P.

e 1 € P. De fato, como 1+ (—1) = 0logo (=1)4(—1)-(—1) = 0 somando 1 em ambos lados
temos que (—1) - (—1) = 1, assim se —1 € P entao necessariamente (—1)-(—=1)=1¢€ P
o qual é absurdo, portanto 1 € P.
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Exemplo: O conjunto P = {m/n : m,n € N} é o subconjunto de elementos positivos de Q,
pois satisfaz as propriedades acima, portanto Q é ordenado.

Theorem 2.2.1 1. Sex € P entdo v~ ' € P.
2. Para qualquer x € K com x # 0 tem-se que x° € P.
Proof: Sejaxz € P. Se x7! ¢ P entdao —z' € P, logo #(—x7 ') = —1 € P (=<«). Agora, seja

r € K tal que x # 0, logooux € Pou —x € P. Se x € P segue que o = 2> € Pese —x € P,
temos que (—x)(—z) = 2% € P. O

Em corpos ordenados K estabelecemos uma relagao de ordem entre seus elementos definida
da seguinte forma: se a,b € K, dizemos que a é maior que b e escrevemos a < b, se b —a € P.
Tendo em conta esta definicao introduzimos as relagoes de ordem adicionais:

menor ou igual: a <b,sea <boua=Hb.
maior: a > b, se b < a.

maior ou igual: a >b,se b <aoua=0>0.

Observe que, se denotamos com KT = {z € K : x > 0}, segue que K+ = P,

Vejamos algumas das propriedades desta relacao.
Theorem 2.2.2 Seja K um corpo ordenado.

1. Sejam a,b € K entao, oua <b oua=>5b oua >b.
2. Sea<beb<centioa<c.
3. Sea <b entdo a+c < b+ c para todo c € K.

4. Sea <bentaoa-c<b-c para todo c > 0.

Proof: Seja P o conjunto dos elementos positivos considerado em K

1. Como b—a € K entdo,oub—ac Poub—a=0o0u—(b—a)=a—0be P.
2. Por hipétese, b—a € P ec—b € P portanto a soma b —a+ (¢c—b) =c—a € P.
3. Da hipétese temos que b —a € P e portanto b+c¢— (a+¢)=b—a € P

4. Por hipdtese b —a € P e ¢ € P portanto o produto (b —a) - ¢ = bc — ac € P.

O

Cotas superiores e inferiores: Seja A um subconjunto de um corpo ordenado K. Dizemos
que f € K é uma cota superior de A se a < (3, Va € A e neste caso dizemos que A é um
conjunto limitado superiormente. Analogamente, dizemos que o € K é uma cota inferior de A
se a < a, Va € A e neste caso dizemos que A é um conjunto limitado inferiormente. O conjunto
A é dito limitado se for limitado superiormente e inferiormente.

Defini¢ao: [Supremos e infimos de um conjunto]
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1. Se A é um conjunto limitado superiormente, a menor cota superior 3y deste conjunto
chamamos de supremo de A e é denotado por By = sup A, isto é, [y é tal que

a <Py <pB, Vae A, epara toda cota superior 3 de A.

2. Se A é um conjunto limitado inferiormente, a maior cota inferior ay deste conjunto cha-
mamos de infimo de A e é denotado por «ag = inf A, isto é, ag é tal que

a<ay<a, Vaé€ A, eparatoda cota inferior o de A.

Exemplo: No corpo Q, consideremos A = {z € Q : 0 < z < 1}. Vejamos que sup A = 1. De
fato, é claro que 1 é uma cota superior de A, suponhamos que existe uma cota superior de A,
a € Q, tal que a < 1 (observe que o > 0 € A), entdo para n suficientemente grande temos que
a+1/n <1, porém o+ 1/n € A o qual entra em contradigdo com o fato de « ser uma cota
superior. Portanto a > 1, isto é 1 é a menor cota superior. Deixamos ao leitor mostrar que
inf A =0.

Exemplo: No corpo Q consideremos o subconjunto de Q, A = {r € Q : z > 0 e 2* > 2}.
Vejamos que A nao possui infimo. Para isso usemos o argumento do absurdo, isto é, suponhamos
que existe p/q € Q tal que p/q = inf A, como 0 é uma cota inferior de A segue que p/q > 0.
Vimos anteriormente que (p/q)? # 2, entao (p/q)* > 2 ou (p/q)* < 2, isto é, p/q € A ou
p/qg € B,onde B ={r € Q: z >0ex? < 2}. Note que B é um subconjunto de cotas
inferiores de A (prove!).

n
fornece uma contradigao com o fato de p/q ser o infimo de A. De fato,

20 1\2
2(1_1)€A o P17

q n n?q>

1
1. Se? € A, vejamos que P (1 — —) € A para algum n € N suficientemente grande, o qual
q q

s (p* —2¢H)n* — 2p°n +p* > 0.
Como p? — 2¢® > 0, esta desigualdade é valida para n sufientemente grande.

2. Se p/q € B, seguindo o mesmo raciocinio anterior é possivel mostrar que §(1 + %) € B
para algum n suficientemente grande e portanto é uma cota inferior. Isto contradiz o fato
de p/q ser a maior cota inferior de A.

Estos dois casos mostram que p/q ¢ AUB. Logo p/q nao pode ser o infimo de A. Este exemplo
mostra que nem todos os subconjuntos limitados inferiormente do corpo QQ possui infimo.

2.3 Numeros Reais

O conjunto dos ntimeros reais, denotado por R, é um corpo ordenado que contem Q satisfazendo
o seguinte postulado

Postulado de Dedekind: todo subconjunto nao vazio de R, constituido de elementos positivos
tem um infimo.

O postulado leva esse nome, pois foi Dedekind quem construiu um corpo ordenado contendo
Q satisfazendo este postulado. Para isso ele usou subconjuntos apropriados de QQ os quais
chamou de “cortes”. Ele considerou o conjunto

C = {todos os cortes possiveis},
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e definiu neste operacoes apropriadas de adi¢ao e multiplicacao para torna-o um corpo, depois
introduzindo uma relagdo de equivaléncia conseguiu encontrar o corpo que estende Q. (Na
construgao seu postulado é na verdade o chamado Teorema de Dedekind). Pode-se mostrar
que quaisquer dois corpos ordenados que estendem Q satisfazendo o Postulado de Dedekind
sao isomorfos, isto é existe uma bijegao entre estes corpos preservando a estrutura). Portanto,
podemos dizer que o corpo R é tinico. Um corte, segundo Dedekind é um subconjunto de A C Q
que satisfaz as seguintes propriedades:

1. A0, A#4Q
2. ser € A, entao s € A para todo s € QQ tal que s <r

3. dador € Aexistet € Atal quer <t

Um exemplo de corte é dado pelo conjunto A = {z € Q: 2? < 2 ou z < 0}.
Propriedades de R

R é completo, isto é, todo subconjunto de R limitado inferiormente (superiormente) possui
infimo (supremo). De fato, seja A C R limitado inferiormente. Seja «p € R tal que oy < z
para todo x € A. Se ag > 0, entao A C R* = {& € R : = > 0}, logo o postulado de
Dedekind garante a existéncia de um infimo. Por outro lado, se oy < 0, consideramos o
conjunto B = {x — ap : © € A}. Nestas condigdes B C RT e portanto possui um infimo a qual
denotamos por fy. Assim [y < x — g para todo x € A de onde segue que

Bo+ap <z, VreA (3.2)

Por outro lado, Seja a uma cota inferior de A, entao a < z e portanto o — ap <  — ay, isto é
a — ap € uma cota inferior de B e portanto a — ag < 5y de onde segue que

a < fy+ ap, Va cota inferior de A. (3.3)

De (3.2) e (3.3) temos que A possui infimo de A. Logo qualquer que seja o caso A possui infimo.
Fica como exercicio pro leitor que todo conjunto limitado superiormente possui supremo.

R é arquimediano, isto é, Dado x € R existe n € N tal que x < n. De fato, suponhamos
que n < x para todo n € N entao N é um conjunto limitado e portanto possui supremo. Seja
Bo = sup N, entao existe ng € N tal que fy—1 < ng e dai temos que 5y < ng+1 o qual contradiz
o fato de By ser uma cota superior de N.

Q é denso em R, isto é, se a,b € R, a < b entao existe ¢ € Q tal que a < ¢ < b. De fato, por

R ser arquimediano, existe n € N tal que < n e portanto an + 1 < bn. Por outro lado,

existe m € Z tal que m — 1 < an < m (veja exergicio 7), portanto an < m < an + 1 < bn de

m
onde segue que a < — < b.
n

Vimos que no corpo Q no existe solucao da equacao z? = 2. Esta é uma deficiéncia que R
nao tem:

Theorem 2.3.1 Seja b € R, b > 0, existe uma unica solucdo real positiva da equacdo x* = b.
Esta solugdo serd denotada por v/b.

Proof: Unicidade: Suponha duas solugoes positivas z; e xy de 22 = b entao z? — z3 = 0,
isto é, (x1 — x9)(x1 + x2) = 0, como 7 + x5 > 0 necesariamente 1 — x5 = 0, logo 71 = .

Existéncia: Sejam os conjuntos

A={zeR":2°>0b}, B={recRt:2*<b}

20



consideremos oy = inf A € R e mostremos o = b. Usemos o argumento do absurdo, isto é
suponhamos a2 # b. Entdao ou ap € A ou ag € B. Se oy € A pode-se mostrar que para n
suficientemente grande oy — 1/n € A o que contradiz o fato de «g ser o infimo de A, por outro
lado se oy € B é possivel mostrar que ag + 1/n € B o que contadiz o fato de aq ser a maior
das cotas inferiores de A. Portanto a3 = b. O

Dado b € R e m € N, de forma similar pode-se provar que existe uma tnica solucao real
positiva da equacdo ™ = b e esta solucdo serd denotada por /b ou por bY/™.

Observacao: Observe que v/2 ¢ Q, pois nao existe r € Q tal que 72 = 2, portanto v/2 € R\ Q.
R\ Q é chamado de conjunto dos nimeros irracionais.

2.4 Valor Absoluto e Desigualdades

Seja a € R, definimos

a se a>0,
la| =
—a se a<0.

Desta definicao verifica-se que rapidamente que

1. |a| >0, |a] > a e |a| > —a para todo a € R.
2. 0] =0 e que |a|] > 0 se e somente se a # 0.
3. | —a| = la| e |a|* = a® para todo a € R.
Theorem 2.4.1 Sejam a,b € R temos que
1. (i) |ab] = lal|bl, (i) la+b] < la[+|bl, (i) |la] = [b]] <]a —b].

2. Seb >0, temos que |a| < b, se e somente se, a < b e —a <b.

Proof: Prova da desigualdade triangular para |- |:
la +0]* = (a+0)* = a® + 2ab + b* < af” + 2|al[b] + [b]* = (|a| + [0])?

Observe que, como consequéncia da segunda propriedade, tem-se | — a| = |a| para todo
a € R. Também, usando a desigualdade triangular pode-se mostrar que

lla] = Jol| <'fa —b|
De fato, |a|] = |a — b+ b| < |a — b| + |b| dai segue que |a| — |b] < |a — b|. Dado que a e b sdo
arbitrarios tem-se também que |b| — |a| < |b — al, isto é —(|a| — [b]) < |a — b|, dai segue que
[la[ — |bl] < |a — 0]
O

Em R temos podemos definir uma nogao de distancia entre seus elementos da forma
d(a,b) :==la—10b|, a,beR.
Esta funcao tem as seguintes propriedades
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1. d(a,b) > 0 para todo a,b € R e d(a,b) = 0 se e somente se a = b
2. d(a,b) =d(b,a).
3. d(a,b) < d(a,c) + d(c,b).

A reta (desenho)

Theorem 2.4.2 Seja b um real qualquer. Entio Vb2 = |b|.

Proof: Se b= 0 a identidade se verifica. Se b > 0 temos que |[b|> = b-b = b?, logo |b| ¢ solugao
de 22 = b?, Se b < 0 temos que |[b|> = (=b)(—b) = b?, e portanto |b| é solugao de 2% = b2. Dai,
sempre teremos que o ntiimero positivo |b| é solugao de 2 = b?. Como a solugao ¢ tinica segue
que Vb2 = |b]. O

Theorem 2.4.3 Seja a € R. Se |a| < € para todo € > 0, entdo a = 0.

Proof: Se a # 0 entdo para € = |a|/2 temos que |a| < |a|/2 de onde concluimos que 2 < 1
(=<«), logo necessariamente a = 0. O

2.5 Intervalos

Definicao: Um conjunto A C R é dito um intervalo se tem a seguinte propriedade: Se a,b € A
tal que a < b, entao se ¢ € R e tal que a < ¢ < b tem-se que ¢ € A.

Exemplo: O conjunto A = {z € R : 2% < 2} é um intervalo. De fato, sejam a,b € Aec e R
tal que a < ¢ < b. Se ¢ =0, temos que ¢ € A, se ¢ > 0 entao b > 0 e portanto multiplicando
¢ < b por c e depois por b temos que ¢? < cb < b? < 2, logo ¢ € A. Por ultimo se ¢ < 0 teremos
que a < 0 dai multiplicando a < ¢ por a e depois por ¢ temos que a? > ac > ¢?, dai temos que
c? < 2, logo c € A.

Notagoes para intervalos: Sejam a,b € R temos os intervalos limitados

la,b] = {r€R:a<x<b}, “intervalo aberto de extremos a e b”,
[a,b] = {x€R:a <z <b}, “intervalo fechado de extremos a e b”,
la,b] = {zr€R:a<x<b}, “intervalo semiaberto, aberto em a”,
[a, b] {r € R:a <z < b}, “intervalo semiaberto, aberto em b”.

e os intervalos abertos e semiabertos nao limitados

la,c0[={z€R:a<z}, |—oo,b[={ze€eR:z<b}
[a,c[={z€R:a<z}, |—o00,b={zeR:z<0b}
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2.6 Exercicios
Secao 77

1. Seja K um corpo.

(a) Mostre que os elementos neutros aditivo e multiplicativo s@o tnicos.

(b) Mostre que os elementos inversos aditivo e multiplicativo de cada elemento de K sdo
unicos.

(¢) Mostre que (—1)a = —a e —(—a) = a para todo a € K.
2. Seja K um corpo, mostre os seguintes itens

a) Sea,b#0,entao (a-b)t=a"t-b7L
(a)

. a a ap-by+as-b
(b) sebl,bZ#O,entaob—ll—l—b—z: . Z)Ql-b; .

3. Seja n € N. Mostre que se n? é par, entao n é par.
4. Seja K um corpo ordenado. Mostre que

1>0.

Sea>0ea-b>0entao b > 0.
Seab<Oentaoa>0eb<0,oua<0eb>0.
Sea>b>0entao a ! <b L.

5. Seja R o conjunto dos niimeros reais

(a
(b

) Mostre que, se r € Q\ {0} e i € R\ Q, entdo ri &€ Q.

)
(c) Mostre que se a # 0 entao a* > 0.

)

)

Mostre que, se a < b, entao existe ¢ € R\ Q tal que a < ¢ < b.

(d
(e

6. Denotemos com R™ ao conjunto dos nimeros positivos do corpo dos numeros reais R.

se 0 < a < b, mostre que a® < b* e y/a < V/b.
se a,b > 0, mostre que vVab < (a + b)/2. Dica: desenvolva (v/a — v/b)2.

(a) Mostre que N C Rt (Dica: usar indugao).
(b) Mostre que, se consideramos o conjunto Q" = {n/m : n,m € N}, entao Q" C R*.

(¢) Mostre que R™ é tinico, isto é, nao existe outro conjunto de numeros positivos distinto
de R* no corpo R.

7. Seja a € R.

(a) se a > 0, mostre que existe n € N tal que n — 1 < a < n.

(b) para a qualquer, mostre que existe n € Z tal que n — 1 <a <n
8. Seja A um subconjunto limitado de R e denotemos com —A = {—xz : = € A}. Mostre que

sup(—A) = —inf A

9. Seja A um subconjunto limitado inferiormente de R. Mostre que «aq é o infimo de A, se
e somente se, satisfaz os seguintes itens
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10.
11.

12.

13.

14.
15.
16.
17.

18.
19.
20.
21.

22.

23.

(a) ap < a para todo a € A.
(b) para cada € > 0 existe ag € A tal que ay < o + €.

Enuncie e mostre um resultado similar ao item anterior para o supremo de um conjunto.

Sejam A, B C R e ¢ > 0. Consideremos os conjuntos A+ B ={a+b:a€ A, b€ B} e
cA ={ca:a € A}. Se A e B sao limitados superiormente, mostre que A + B e cA sao
limitados superiormente e que

sup(A + B) =sup A +sup B, sup(cA) = csup(A).

Sejam A, B C R e consideremos o conjunto AB = {ab:a € A, b € B}. Suponha que A
e B sao subconjuntos limitados, mostre que

(a) Se A, B C R* entao sup(AB) = sup(A) sup(B).
(b) Se A, B C R~ enta@o sup(AB) = inf(A) inf(B).
(c) Se ACRYT e Se B C R entao inf(AB) = sup(A) inf(B).

Em cada um dos itens anteriores verifique que a igualdade nao se verifica quando retiramos
a hipotese.

Seja A um subconjunto limitado de R. Considere o conjunto B = {1 — 2z : x € A} e
mostre que

inf(B) =1 —2sup(A)

Primeira prova, ate aqui!
Seja a € R, a # 0. Mostre que |a™!| = |a| 7.
Sejam a, b,z € R tal que a < x < b. Mostre que |z| < |a| + |b].

Seja A C R. Mostre que A é limitado, se e somente se, existe M > 0 tal que |z| < M
para todo x € A.

Sejam a,b € R. Mostre que |a + b| = |a| 4 |b| se e somente se ab > 0.
Mostre que |z — a] < € se e somente se a — e < x < a+e.
Sejam a,b € R. Mostre que max{a, b} = (a+b+|a—b|) e min{a, b} = S(a+b—|a—1b]).
Encontre e desenhe sobre a reta numérica os conjuntos cujos elementos x satisfazem
(a) |lz+1] < |z —1]. (b) |z| + ]z —1] < 2.

Mostre que os seguintes conjuntos de R sao intervalos
A={zeR:|jxr—a|<r}, B={reR:z>1e(x—-1)*°% <2}
Considere os conjuntos
A={reR:2*-2* <1}, B={reR:2*—2*>-1/32}.

(a) Mostre que ANRT é um intervalo.
(b) Mostre que A é um intervalo.

(¢) B é um intervalo?.
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Capitulo 3

Sequéncias numeéricas

Uma funcdo z : N — R é chamada de sequéncia em R. Denotando por z, = z(n) € R a
seqiiencia podera ser escrita da seguinte forma

T = (Tp)nen = (T1, Ty ..., Tpy .. 2).

O termo =z, é chamado de termo genérico da sequéncia. Em alguns casos denotaremos a
sequéncia sem o indexador, (z,), significando implicitamente que o indice n pertence a N ou
Z& ={meZ:m >0}.

Exemplo: Considerando z,y : N — R dado por xz(n) = 1/n e y(n) = 3" temos que

= (z,) = (1/n)nen = (1,1/2,1/3,...), Y= (yn) = (3")nen = (3,3%,3%,..).

Definigao: Dizemos que L € R é o limite de uma seqiiencia (x,) quando n tende para o
infinito, e denotamos

lim z, =L
n—oo

se para cada € > 0 existe ng = ng(e) € N tal que
|z, — L| <€, Vn>ng

Caso exista o limite L € R dizemos que a seqiiencia é convergente caso contrario é divergente.
Nos casos de convergéncia para o limite L usaremos com frequéncia a notagao

x, — L, quando n — oc.

Observacgoes:

1. A definicao anterior continua valida se verificamos somente que vale para ¢ > 0 pequeno.
2. Na defini¢ao anterior observe que |z, — L| < € significa que L — e < x,, < L + €.

3. Dizemos que uma afirmacao é valida para n suficientemente grande se vale para todo n
a partir de algum ng, isto é, se vale para n > ng. Logo na definicao anterior temos que

lim z,, = L se |z, — L| é pequeno (< €) para n suficientemente grande.
n—oo

4. O limite de uma sequéncia depende do comportamento dos seus termos para n suficien-
temente grande, nao interessando o comportamento dos primeiros termos, assim ainda
podemos estender o conceito de sequéncia usando outros indexadores enumeraveis, como
por exemplo Zg = {0,1,2,...}, isto é, (xn)nezg = (zg, 1, T2, ...) é uma sequéncia.
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Exemplo: A sequéncia (1/n) tem limite L = 0 quando n — oo. De fato, fixando € > 0 iremos
ter que
1

1 1
——0|l<e & In>- < n>-.
n € €

Assim, considerando ng € N tal que ng > % (pois N ¢é arquimediano), temos que para n > ny,
segue que

1 1
n>ny = |n|]>- = '——0 < €,
€
1
logo lim — = 0.
n—oo N
Exemplo: Seja a € R tal que 0 < a < 1 vejamos que lim o™ = 0. De fato, fixando ¢ > 0
n—oo

iremos ter que

" —0l<e & a"<e < nln(a)<ln(e) < n>

Asimm, considerando ng € N tal que ng > %, temos que para n > ng segue que n >

In(e)/ In(a)e fazendo o caminho inverso nas desigualdades anteriores temos que |a™ — 0| < e.

Exemplo: Consideremos z, = 1 — ———, vejamos que lim z,, = 1. De fato, fixando € > 0

n(n+1)” n—00
iremos ter que

! e & n(n+1)>1. (0.1)

n— 1l < & —F <
2 | <e n(n+1) €

Neste ponto, poderfamos continuar da seguinte forma inconveniente

, | , 1 1
= 2n°>nn+l)>- = 2n°>- & n>-—.

¢ € V2e

Note que, neste ponto fixando ng € N e tomando n > ng nao teriamos como percorrer o caminho
inverso e portanto inttil. Por outro lado sabemos que n(n + 1) > n logo, se

1 1
n>- = nn+1l)>-, (0.2)
€ €

assim escolhendo ny € N tal que nyg > 1/¢, temos que para n > ng segue que de (0.2) e (0.1)
que |z, — L| < e.

Theorem 3.0.1 Seja (x,,) uma sequéncia e L € R. Logo,

1. lim x, = L, se e somente se, lim |z, — L| =0.
n—oo

n—oo
2. Se lim z,, = L, entdo lim |x,| = |L|. O reciproco somente vale quando L = 0.
n—oo n—oo

Proof: O primeiro item sai imediatamente da identidade
|z, — L| = ||z, — L] — 0],

portanto deixamos os detalhes da prova pro leitor. O segundo item é consequéncia da desigual-
dade

||2n| — L] < |z, — L]
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Quando L = 0, o reciproco do item 2 é consequencia do item 1. Agora se L # 0 o reciproco do
item 2 nao é verdade, pois por exemplo consideremos a sequéncia x, = (—1)" e L = 1, entao
temos que |z,| — |L|, porém xz,, /4 L, pois para e = 1/2 > 0 é impossivel encontrar ng € N tal
que

|z, — 1] < ¢, para todo n > ny.

Theorem 3.0.2 (Unicidade do limite) O limite de uma sequéncia é tinico.

Proof: Suponhamos que lim z,, = L1 e lim x,, = Lo. Entao, para ¢ > 0 existem ny,n, € N
n—oo n—oo

tais que
|z, — L] <€/2 Yn>mny, e |x,— Lo <€/2 ¥n>mny
Portanto para n > ng = max{n;, ny} temos que
|Ly — Lo| < |Ly — x| + |0 — Lo| < €.
Por € ser arbitrario temos que L; = Lo. O
Uma sequéncia (z,) é dita limitada se o conjunto A = {z,, : n € N} for limitado. Analo-

gamente, dizemos que a seqiiencia ¢ limitada superiormente ou inferiormente se A for limitada
superiormente ou inferiormente respectivamente.

Observagao a sequéncia (x,) é limitada se é somente se existe M > 0 tal que |z,| < M,
Vn € N.

Theorem 3.0.3 Toda seqiiencia convergente é limitada.

Proof: Seja L = lim z,, logo para ¢ = 1 existe ng € N tal que
n—oo

|z, — Ll <e=1, VYn>ng
= |z, —|L] <1, Vn>mng
= |z, <1+ |L|, Vn>mng

Seja M = max{|zi|,...,|Tn,—1|,1 +|L|}, entdo |z,| < M, Vn €N, logo (z,) é limitada. O

Exemplo: Seja xg # 0 e a > 1 consideremos a sequéncia definida de forma recursiva x,,,; =
azx,, paran = 0,1,2,.... Esta sequéncia nao ¢ limitada portanto nao pode ser convergente.
De fato, pode se mostrar por indugao que x,, = a"xy para todo n € N, logo, se fosse limitada
teriamos que existe C' > 0 tal que, para todo n € N

lz,| < C & a"lzg) <C & nln(a) <In(Clg|™) < n<In(Clzel™)/In(a),

o qual é absurdo, pois N nao é limitado.
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Theorem 3.0.4 (Confronto) Suponhamos que z, < y, < z, para todo n > ng e que as
sequéncias (z,) e (z,) convergem para o mesmo limite L € R, entao, (y,) é convergente e

lim gy, = L.

n=yc0
Proof: Dado € > 0 existem nq,no € N tais que
L—e<xz, Yn>n e z,<L+4+e ¥Yn>n,
Portanto, para n > n = max{n,ns,ng} temos que
L—e<z,<y,<z,<L+e€
portanto lim y, = L. O
n=00

Exemplo: Seja p > 1, a sequéncia y,, = 1/(n? + 1) é convergente. De fato, para todo n € N,
temos que

w+1l>nP>n = 0<

isto é x, <y, < z, para todo n € N, onde x,, =0 e 2z, = 1/n para todo n € N. Como z,, — 0
e z, — 0, pelo teorema do confronto y, — 0.

Theorem 3.0.5 Sejam o, € R. Suponhamos que lim x,, = L e lim y, = M. FEntao a

n—oo n—0o0
sequéncia (ax, + By,) converge e

lim (@, + By,) = oL + BM.

n—o0
Proof: Seja € > 0 fixemos C' > 0 uma constante maior que || e |5|. Por hipétese, existem
ni,ne € N tal que

|z, — L| < €/2C" para todo n > n,
|y, — M| < €/2C  para todo n > ns.

Asim, para n > ng := max{ny,ny} temos que

|n + Byn — (el + FM)] | [n = LI+ [B]lyn — M|

<
< C(|lxn — LI + |y, — M|) < e.

O

Exemplo: se consideramos a sequéncia z, = % — 527", temos que

zn:2-%+(—5) G)n

Como % —0e (%)n — 0, segundo o teorema anterior temos que

Zn—2-0+(=5)-0=0.
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Theorem 3.0.6 Se (,)nen € uma sequencia limitada e lim y,, = 0, entdo
n—oo
lim x,y, =0
n—oo
Proof: Como (x,)nen € uma sequencia limitada existe M > 0 tal que |x,| < M. Dai seque
que

pelo teorema do confronto lim |x,y,| = 0, portanto lim z,y, = 0. O
n—oo n—oo

Exemplo: Consideremos (x,,)nen onde z,, = sin(e”)/n. Entao, como (sin(e")),en ¢ limitada e

)
(1/n)nen converge para zero, tem-se que lim x, =0
n—oo

Theorem 3.0.7 Suponhamos que lim x, = L e lim y, = M. Entao

n—oo n—oo
1. (xnyn) converge e lim x,y, = LM.
n—oo

n L
2. Se M # 0 entao (v,/yn) converge e lim In _ i

n—oo yn

Proof: (Item 1): Observe que
0 < [znyn = LM| < |2nllyn — M|+ [M||z, — L].

Como (|z,|) é convergente, entao é limitada e como |y, — M| — 0 temos que |x,||y, — M| — 0.
Analogamente |M ||z, —L| — 0, agora, aplicando o teorema do confronto segue |z,y,—LM| — 0
e portanto x,y, — LM.

(Item 2): Basta Provar que lim (1/y,) = 1/M e usar o item anterior. Observe que
n—oo

Lo Myl (0.3)
Yo M| [ Mllyn|

Desde que lim |y,| = |M| > 0 ent@o para ¢ = |[M|/2 > 0, exite ng € N tal que |M| — € < |yn|,
n—oo

M 1 2
para n > ng, isto é, ’—2| < |yn| para n > ng, assim |_’ < W para n > ng. Logo, usando esta
Yn

desigualdade em (0.3) temos que

2‘M_yn|

0< L ! <

para todo n > ng.

Aplicando novamente o Teorema do Confronto segue o resultado desejado. O

Exemplo: Prove que o limite da sequencia z, = %, quando n — oo é 1/2. De fato,

multiplicando numerador e denominador de z,, por 1/n?, temos que

. (2—-3/n)(145/n)
" 4+ 6/n? ‘
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Dos teoremas (3.0.5) e (3.0.7) existem os limites dos somandos, dos produtos e do cociente e
como limite do denominador é diferente de zero, entdao temos que a sequencia (x,,) converge e

Jim (2~ 3/n)(1 + 5/n)]

lim z, =
oo lim (4 + 6/n?)
n—o0
lim (2—3/n)- lim (1+5/n) o 1 4
n—oo n—oo — _
lim (4 + 6/n?) 4
n—oo

Theorem 3.0.8 Seja lim x,, = L, podemos afirmar que
n—oo

1. se x, > 0 para todo n > ngy, entao L > 0.

2. se L >0, entao existe ng € N tal que x,, > 0 para todo n > nyg.

Proof: (Item 1): Suponhamos que L < 0, entdo para e = —L/2 > 0 existe n; € N tal que
z, < L+ (—L/2) = L/2 para todo n > nq, isto é x,, < 0 para todo n > n;, em particular, para
n > max{ng,ni} temos que x, < 0 e por hipétese x,, > 0 o qual é contraditério, logo L > 0.
(Item 2): Pela defini¢ao do limite, para e = L > 0 existe ng € N tal que 0 = L — € < x,, para
todo n > ny. O

Corollary 3.0.9 Sejam lim z, = L, lim y, = M, podemos afirmar que
n—oo n—oo

1. Se z,, <0 para todo n > ng, entao L < 0.
2. Se L <0, entdao existe ng € N tal que x,, > 0 para todo n > ny.
3. Se x, <y, para todo n > ng, entao L < M.

4. Se L < M, entao existe ng € N tal que x, < vy, para todo n > ny.

Proof: Mostraremos os itens 1 e 3. Os restantes sao deixados para o leitor.

Item 1: Considere &,, = —x,, € L= —L, entao temos que z,, — Le Z, > 0 para todo n > ny,
assim pelo teorema anterior L > 0, isto é L < 0.

Item 3: Consideremos z, = z,, — y,, K = L — M Neste caso temos que z, — K. Como z, <0
para todo n > ng, pelo Item 1 temos que K < 0, isto é L < M. O

Exemplo: Se uma sequéncia (z,) que converge para L satisfaz x, > 0 para n > ng, nao
implica que L > 0. De fato, basta considerar a sequéncia (1/n),en.

Subsequéncias

Definigao: Uma subsequéncia da sequéncia x = (x,,),en € uma restrigao da fungdo x : N — R
a um subconjunto infinito A de N sendo que A é distribuido de forma crescente, isto é, A =
{ni,na, ..., Ng,...} comny < ng < --- < ng---. Assim podemos denotar a subsequéncia da
seguinte forma |4 = (Tm)mea = (Tn, )ren, portanto uma subsequéncia ¢ uma sequéncia. Da
mesma forma que nas sequéncias, as subsequéncias de (x,,) serdo denotadas simplesmente por
(xn,) deixando implicito que os k € Ne que ny <ng < --- <my < ---.
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Exemplo: Algumas subsequéncias de x = (1, 2, T3, T4, T5, Tg, L7, . . .) sa0 dadas por
(w2, 24, T7,9,...), (T5,T13,T14, T17,...).
Em particular, algumas subsequéncias de x = (1,2,3,4,1,2,3,4,1,...), sdo dadas por

(2,3,2,3,2,3,..), (4,4,4,4,..), (4,2,4,2,4,...)

Exemplo: Uma subsequéncia de (x,) = (1/n) é a sequéncia (yx) = (1/[k(k + 1)])ren, pois
Yk = T, = i onde ng = k(k + 1).

Theorem 3.0.10 Se (x,) converge para L, entao toda subsequéncia desta também converge
para L.

Proof: Seja e > 0. Como lim z, = L existe nyg € N tal que
n—oo

|z, — L] <€ ¥n >ng.

Agora consideremos uma subsequencia (z,,) de (z,). Como n; — oo quando k — oo, temos
que ng, > ng para algun ky € N, e como (ny) é crescente segue que ng > ng, > ng para todo
k > ko, logo

|z, — L| <€, Yk >k,
portanto lim z,, = L. O
k—o00

Exemplo: segundo o teorema anterior a sequéncia x, = (—1)" ndo pode convergir pois as
subsequéncias (2, )nen € (T2n11)nen convergem a limites distintos.

Theorem 3.0.11 Sejam A e B subconjuntos infinitos de N. Suponha que (x,) € uma sequéncia
tal que as subsequencias (Tp)nea € (Tn)nep convergem para o mesmo limite L € R. Entdo, se
AU B =N temos que a sequéncia (x,) converge para L.

Proof: Seja e > 0. Como (z,)nea € (Tn)nep convergem para o mesmo limite L € R, temos
que existem n, € A e ny € B tal que

|z, —L| <€ Vné€Acomn > n,
|z, — L| <€ Vn € B comn > ns,

Assim, se tomamos ng = maxny, ny temos que para n > ng com n € N = AU B, n pertencerd
a A ou B, logo |z, — L| < €. Portanto (z,) converge para L. O

3.1 Sequéncias mondtonas
Definigao: Dizemos que uma sequéncia (x,,) é:

1. crescente, se para qualquer n < m tem-se x,, < x,,.

2. estritamente crescente, se para qualquer n < m tem-se x,, < ,,.
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3. decrescente, se para qualquer n < m tem-se x, > T,,.
4. estritamente decrescente, se para qualquer n < m tem-se x, > x,,.

5. monotona, se for crescente ou decrescente.

Theorem 3.1.1 Toda sequencia (x,) crescente e limitada superiormente é convergente. Alem
disso

lim x, = sup{z : k € N}.
n—oo

Proof: Seja (z,)neny uma sequéncia crescente e limitada superiormente. Consideremos
= sup{zy : k € N}, entao dado € > 0 temos que L — ¢ < x,, para algum ny € N, logo,
para todo n > ny temos que z,, < z, < L. Consequentemente L — € < x,, < L + € para todo

n > ng, isto é, lim x,, = L. O
n—o0

Corollary 3.1.2 Toda sequencia (x,,) decrescente e limitada inferiormente é convergente. Alem
disso

lim z,, = inf{z; : k € N}.

n—o0

Exemplo: Seja 0 < a < 1. consideremos a sequéncia (z,,) dado por fixamos z; > 0 e definimos
recursivamente x,, = ax,_; para n > 2. Verifica-se por inducao que x,, > 0 para todo n € N
(Prove!). Como z,41 = az, <z, esta sequéncia é decrescente e com é limitada inferiormente
converge para algum L € R. Tomando limite em x, = ax,_; quando n — oo temos que
L = «alL,isto é, L(1 —a) = 0 dai segue que L = 0.

Exemplo: a sequéncia (s,) dada por s, = % + 2% + -+ 2% é evidentemente crescente e
prova-se por inducao que s, < 1 — 2% para todo n > 1, logo s, < 1 e portanto é limitada
superiormente. Pelo teorema das sequéncias mondtonas é convergente. Calculemos seu limite.
Observe que

dou =14 e L]
Sn: — -
2 22 2n—1

isto é 2s, =1+ s, — 2% de onde seque que s, =1 — 2%,. Dai temos que s,, — 1.

Theorem 3.1.3 (Bolzano-Weierstrass) Toda sequéncia limitada possui uma subsequéncia
convergente

Proof: Consideremos o conjunto D = {n € N: z, <z, Vp > n}. Se o conjunto D for
infinito D = {ny,ne, -+ }, ny < ny < ..., entao a subsequencia (z,, ),en ¢ crescente a qual, por
ser limitada superiormente é convergente. Agora se o conjunto D for finito (inclusive o vazio),
entao para n; = max(D) + 1 € N temos que n; ¢ D e portanto exite ny € N tal que ny < ngy e
Tp, > Tn,, Novamente ny ¢ D portanto exite n3 € N tal que ny < n3 e x,, > x,,, continuando
este processo conseguimos construir uma subsequencia (z,, )reny decrescente, a qual por ser li-
mitada inferiormente, é convergente. a
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3.2 Sequéncias de Cauchy

Definigao: Dizemos que uma sequéncia (z,),eny é de Cauchy se para cada € > 0 podemos
encontrar nyg € N tal que

|z, — x| <€, Vn > ny.
Theorem 3.2.1 Toda sequéncia de Cauchy é limitada.
Proof: Seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy, logo para e = 1 existe ng € N tal que |z, —z,,| < 1,
Vn, m > ng em particular |z, — z,,| < 1, Vn > ny. Como
|Tn] = |Tne| < |Tn — Tl <1 = zn| <14 |zn,|, Y1 > no.

Tomando M = max{|xy|,...,|Tn,—1|, 1+ |Zn,|} termos que |z,| < M,Vn € N. O

Theorem 3.2.2 Uma sequéncia € convergente se e somente € de Cauchy.

Proof: (=): Seja (x,) tal que x,, — L € R, logo para € > 0 fixo temos que existe ny € N tal
que |z, — L| < €/2, ¥n > ng. Assim, para n,m > ng temos que

|Tp — Tn| < |y — L+ |L — x| < €/24€/2 =k,

logo a sequéncia é de Cauchy.

(«<): Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy, logo para ¢ > 0 fixo, existe N € N tal que |z, —
Tm| < €/2, ¥Yn,m > N. Pelo teorema anterior esta sequéncia é limitada e podemos concluir,
pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, que esta sequéncia possui uma subsequéncia convergente.
Denotando com (z,, )ren @ esta subsequéncia cujo limite é L, temos que existe ng, € N tal que
|z, — L] < €/2, Vng > ng,. Denotando com Ny = max{N,ng,} e fixando ny > Ny, temos que
para n > Ny,

|z, — L| < |z — Tny | + |20, — L] < €/2+€/2 =k,

mostrando assim que lim z,, = L. O
n—oo

Exemplo: Consideremos a sequéncia definida por
=1 12=2, xz,= 5(9:”_1 +xp1), N> 2.
Prova-se por inducao que
1
2n—1'

|xn - $n+1’ =
Assim, se m > n temos que

|mn - mm| S |$n - xn+1| + |$n+1 - xn+2| +-+ |mm—1 — Tm
< Lyl
- 9n—1 on Qm—2

de onde temos que

1 1 1 1 1
|z, — | < (—+—+~-+ >§
2n—2 2 22 am—n 2n—2
Logo se ficamos € > 0, como 27%2 — 0, existe ng € N tal que W%Q < € para todo n > ng, assim
|xy — x| <€ VYn,m > ng.

Logo (z,,) é de Cauchy e portanto converge.
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3.3 Limites infinitos

Defini¢ao: Dizemos que uma sequéncia (x,,) tem limite “infinito” quando n — oo, e denotamos

lim x,, = 0o, se para cada M > 0 existe ny € N tal que
n—oo

Tp > M, ¥n >ng.

Analogamente, dizemos que uma sequéncia (z,) tem limite “menos infinito” quando n — oo, e

denotamos lim z,, = —o0, se para cada M > 0 existe ng € N tal que
n—oo

T, < —M, ¥Vn>ng.

Exemplo: Vejamos que sequéncia dada por x,, = y/n tem limite co quando n — oo. De fato,
seja M > 0, entao

Vn>M & n> M

Fixando ng > M? teremos que para n > ng tem-se \/n > M, portanto lim x, = oo.
n—oo

Observacgao:

1. Como +o00 nao sao nimeros reais as sequéncias cujos limites sao +00 nao sao convergentes.

2. Varias das propriedades aritméticas de limites de sequéncias convergentes nao podem ser
extendidas aos limites infinitos. Por exemplo a propriedade

lim (z, +y,) = lim z, + lim vy, (3.4)
n—00 n—00 n—00
nao sempre é verdadeira, para ilustrar isto, basta tomar x,, = n e y, = —n, o que (3.4)
implicaria que 0 = oo — co. Por otro lado, se considerarmos as z, = n?> +n ey, = —n,

(3.4) implicaria que co = 0o — oo dai chegamos ao absurdo 0 = co. Embora algumas
propiedades aritmeticas sobre limites finitos nao se preservem para limites infinitos ainda
podemos ter, sob certas condigoes apropriadas, alguns resultados. Enunciaremos aqui
alguns destes resultados:

Theorem 3.3.1 Sejam (x,,) e (yn) sequéncias, ¢ uma constante positiva e ny € N.

1. Se lim x, = 00 € (Yn)nen € limitada inferiormente, entao lim (z, + y,) = 0o.
n—0o0 n—oo

2. Se lim z,, = 00 ey, > ¢ > 0 para n > ng, entdo lim [x,y,] = cc.
n—00 n—00

3. Sex, >cey,>0paran>ny e lim y, =0, entio lim [z, /y,] = cc.
n—o0 n—oo

Proof:  Provaremos o segundo Item, os restantes fica como exercicio para o leitor. Seja

M > 0, como lim z, = oo, existe ny € N tal que z, > M/c para n > ny. Consideremos
n—oo

ny = max{ng, n1}, logo para n > ny teremos que x,y, > M, portanto lim [z,y,] = co. O
n—oo
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3.4 Limite Superior

Definigao: Seja (a,)neny uma sequéncia limitada superiormente. Dizemos que L € R é o limite
superior da sequéncia (a,)nen € denotamos

L = limsupa,,
n—oo

se satisfaz os seguintes itens

1. Existe uma subsequéncia de (a,)nen cujo limite é L.

2. Se M for o limite de alguma subsequéncia de (a,)nen, entao M < L.

Exemplo: Consideremos a sequéncia (x,) dada por x, = sin(nn/4), consideremos a sub-
sequéncia (x,, ) onde ng = 2(2k + 1)), logo x,, = sin((2k + 1)7/2), temos que x,, " 1. Seja
—00

M o limite de alguma subsequéncia (,,,) de (z,). Como z,, <1 segue que M < 1, portanto

limsupz, = 1.
n—oo

Theorem 3.4.1 Se lim z,, > 0 e (y,) € uma sequéncia limitada superiormente, entdo
n—oo

limsup(z,y,) = lim z, lim sup y,.
Nn—00 n—00 n—r00

Proof: Seja L = lim z,, e M = limsupy,. Se L = 0 entao vale, portanto suponhamos que
n—00 n—00

L > 0. Como y,, — M e z,, — L entao x,,y,, — LM. Se x,, y,, — C entao

T C
e = et =y —
Y Tn, L

k

logo%SM,istoéchM O

Theorem 3.4.2 Seja (a,) uma sequéncia limitada superiormente em R e L € R. Entdo L é
o limite superior desta sequéncia, se e somente se, L ¢ o menor nimero real que satisfaz a
propriedade:

para cada € > 0, existe ng € N tal que a,, < L +¢€, Vn > ny. (4.5)

Proof: (=): Suponhamos que L é o limite superior da sequéncia (a,), vejamos primeiro que
L satisfaz a propriedade (4.5). Procedamos pelo absurdo, suponhamos que existe ¢, > 0 e uma
subsequencia (a,, ) tal que

an, > L+¢€ paratodo ke N. (4.6)

Como esta sequéncia é limitada, pelo teorema de Bolzano-Weierstrass, possui uma subsequencia
convergente a um valor M € R e que, em vista de (4.6), temos que M > L + ¢ o que entra
en contradi¢do com a definigao de L. Portanto L satisfaz a propriedade (4.5). Vejamos agora
que L é o menor valor que satisfaz esta propriedade. De fato, caso exista M € R satisfazendo
a propriedade (4.5) com M < L, entéo para ¢ = (L — M)/2 temos que existe n; € N tal que

anb <M +e=(L+ M)/2 paratodo n >mny.
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Como L é o limite de uma subsequéncia de (a,,) segue da desigualdade acima que L < (L+M)/2,
isto é, L. < M o qual contradiz o fato de M < L. Portanto L é o menor niimero real que satisfaz
(4.5).

(<): seja L € R é o menor valor que satisfaz a propriedade (4.5), mostremos que existe uma
subsequéncia convergindo para L. Seja € > 0, por hipotese existe ng € N tal que a,, < L + €
para todo n > ng. Como L — ¢ < L, temos que L — € nao satisfaz a propriedade (4.5). logo
existem infinitos indices ny <ng < --- <ng <--- talque L —€ < a,,, logo L—€ < a,, < L-+e¢
e portanto x,, — L. Agora seja M o limite de alguma subsequéncia, entdo em vista de (4.5)
temos que M < L 4 e¢. Como € é arbitrario tem se que M < L. Portanto L é o limite superior
de (ay). O
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3.5 Exercicios

1. Usando a defini¢ao de limite de uma sequéncia, mostre que

1 2 2
lim —1, VR0 hm —t—o w2
2. Seja a € R.

(a) Mostre que lim a” = 0 se e somente se |a| < 1.
n—o0

(b) Analise a convergéncia da sequéncia (a”) quando |a| = 1.

(¢) A sequéncia ("), com |a| > 1, converge?
3. Seja r > 0 mostre, usando indugao que,
(14+7)">14+nr+n(n—1r?/2 VneN.

Seguidamente considere a sequéncia x,, = {/n—1 e mostre usando a desigualdade anterior
que n = (1 + z,)" > n(n — 1)z2/2. Dividindo esta desigualdade por n(n — 1) conclua,
pelo teorema do confronto que x,, — 0 quando n — 0o, ou equivalentemente

lim {/n=1.

n—o0

4. Seja (x,)neny uma sequencia de termos positivos que converge para L. Mostre que /7,
converge para v/ L.

5. Mostre que 2" < (n + 1)! para todo n € N. Seguidamente, considere z,, = 2"/(n + 2)!
e mostre que z,, — 0 quando n — oo. Depois, prove que 2"/n! = 4z, 5 paran > 2 e
conclua que

lim — = 0.
n—oo Nl

6. Use ideias similares ao item anterior para mostrar que

7. Suponha que lim z, = L. Mostre que:
n—oo

(a) Se L < f, existe ng € N tal que x,, < 8 para todo n > ny.

(b) Se L > «a, existe ng € N tal que x,, > « para todo n > ny.

8. Seja (z,)neny uma sequéncia de termos positivos.

Tn .
(a) Se lim = < 1, mostre que lim z, = 0.

n—oco I, n—o00
(b) Se lim /z, <1, mostre que lim z, = 0.
n—oo n—oo

9. Sejap € Ne a > 1. Use o item anterior para mostrar os seguintes limites



10. Seja p um numero natural par, considere a sequéncia (z,) = (cos(nm7/p))nen-

(a) (x,) é limitada? possui alguma subsequéncia convergente?

(b) Encontre 3 subsequéncias de (x,) que convirjam a limites distintos.

11. Considere a sequéncia

1 1 1
L= oo > 1
T n+1+n+2+ +2n para n >

(a) Mostre que 1/2 <z, <1 — - para todo n > 1.
(b) Mostre que a sequéncia é monétona.
(¢) A sequéncia é convergente?

12. Seja a > 0 e considere a sequéncia z, = a/™.

(a) Mostre que a sequéncia é monétona e limitada e portanto convergente.
(b) Verifique que x,, = x3, e usando esta relagao calcule o limite da sequéncia.

13. Seja a €]0,1[ e B € R. Fixe o < /(1 — «) e considere a sequéncia cujos termos sao
obtidos recursivamente pela formula

Tpy1 = ax, + 5, para n > 0.

(a) Mostre que z, < /(1 — «) para todo n > 0.
(b) Mostre que a sequéncia converge e calcule seu limite.
14. Seja«a > 0. Fixe g > a//2 e considere a sequéncia cujos termos sao obtidos recursivamente
pela férmula

Q{2

Tpi1 :a—g, para n > 0.
n

(a) Mostre que z,, > «/2 para todo n > 0.

(b) Mostre que a sequéncia converge e calcule seu limite.

15. Seja (x,)neny uma sequéncia limitada e (y,)nen uma sequéncia tal que existe lim (y,, —
n—oo

z,) = L € R. Mostre que (y,)neny possui uma subsequencia convergente.

16. Dé um exemplo de uma sequéncia limitada que nao seja de Cauchy. Justifique sua res-
posta.

17. Considere x,, = y/n. Mostre que lim |z,1 —x,| = 0 porém a sequéncia nao é de Cauchy.
n—oo

18. Seja r €0, 1] e considere a sequencia s, = 1+ 7+ 7+ -+ 4+ 1"

(a) Mostre que s, = s, +1 — 7"t

(b) Mostre que s, — 1/(1 —r) quando n — oo.
(¢) Seja (Tn)nen tal que |z, — 2, < ™. Mostre que (z,)nen é de Cauchy e portanto

convergente.

19. Seja (z,,) uma sequéncia crescente e ilimitada. Mostre que lim z, = oo.
n—oo
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. seja (x,) uma sequéncia de termos positivos. Mostre que

limx, =00 < lim — =0
n—0o00 n—o0o Iy,

. Seja a € R. Dé exemplo de sequéncias satisfazendo x, — 0, 1, — oo tais que

(a) Ty, — a.

(b) Yy, — 0.

(¢) Tpyn — —o0.

. Seja o € R. Dé exemplo de sequéncias satisfazendo x,, — oo, y, — —o0 tais que
(a) xp + yn — a.

(b) zp + yn — 0.

(€) xp+yn = —00
. Sejam (x,,) e y, duas sequéncias tais que z,, < y,, para todo n € N. Mostre que

(a) Se z,, — 00, entao y, — o0

(b) Se y,, — —o0, entao x, — —o0

. Mostre que 2/n < n para todo n > 4. Seguidamente mostre que lim (n — /n) = oo.

n—o0

. Sejam (x,,), (yn) sequéncias limitadas superiormente. Mostre que

lim sup(z,, + y,) < limsup x,, + lim sup z,,.
n—oo n—oo n—oo

. Seja (z,) uma sequencia limitada inferiormente. De forma similar ao limite superior,
defina limite inferior para esta sequéncia e neste caso enuncie um teorema similar ao
teorema 3.4.2.

. Sejam (x,,), (y,) sequéncias limitadas inferiormente. Mostre que
liminf(z, + y,) > liminf z,, + lim inf z,,,
n—oo n—oo

n—oo

onde lim inf denota o limite inferior.
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Capitulo 4

Séries numeéricas

Nesta secao estudaremos somas infinitas da forma

00
E ap:=a;+az +as---
k=1

a qual é chamada de série numérica. O coeficiente ay é chamado de termo geral (ou genérico) da
série. Ista série inicia cm o subindice k = 1, porem todos os resultados que obtermos continuam
valendo para séries que iniciam em qualquer inteiro k = kg, isto é,

o0
E Qg = A, + Alo+1 + Alo+2 + -
k=ko

Pretendemos agora estabelecer o valor resultante desta soma infinita. Antes vejamos um exem-
plo que ajude a subsidiar como encontraremos esse valor na qual veremos também que a forma
de somar infinitos termos pode nao ter as mesmas propriedades que a soma de um niimero
finito de termos.

[o.¢]
Exemplo: Consideremos a série E (—1)'“ e suponhamos que o valor desta soma infinita é s,
k=0

isto é Z(—l)k = 5. Se somamos agrupando seus termos temos que
k=0
s=1—-141-14+1—14--- = s=0,
—~— =

—~—
=0 =0 =0

porem se agrupamos da seguinte forma teremos

s=14+-1+1+-1+14+-1+14--- = s=1
=0 =0 =0

Ainda, observamos tambem que
s=1-1-141-1+--)=1-s5s = s=1/2.

Afinal, s =0 ou s = 1 ou s = 1/27. Nosso erro radica em atribuir um valor & série sem antes
definir o forma em que os termos da série serao somados. Afim de estabelecer este processo
o0

para cada série E a, consideremos sua sequéncia de somas parciais (s,)en dada por
k=1
n

k=1
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Observe que se a sequéncia (s,) convergir para algum valor L € R, teremos intuitivamente que

n [o.¢]
L = lim s, = lim akzg ay
n—o0 n—oo
k=1 k=1
isto é, o valor da série deveria coincidir com o limite da sequéncia (s, ),en. Isto nos permite

atribuir um valor a série desde que (s,)en seja convergente.
o0

Definicao: Dizemos que a série E ar é convergente se a sequéncia das somas parciais (s,),

k=1
n

onde s, = g ay, ¢ convergente. Neste caso, se L = lim s, € R, o valor da série sera definida
n—0o0
k=1

por L. Esta defini¢ao coincide com o procedimento intuitivo:

A série serd dita divergente se a sequéncia de somas parciais (s, ),en for divergente e portanto

nao podemos atribuir nenhum valor a série.
n

o0

Exemplo: A série Z(—l)"C ¢é divergente. pois se s, = Z(—l)k temos que Sg, = 0 € Sop 11 =
k=0 k=0

1, assim temos duas subseqgéncias de (s,),en convirgindo a valores diferentes, portanto esta

sequéncia nao converge, dai que a série é divergente.
o0

Exemplo: Seja r € R fixado. A série Z k¥ é convergente? Qual é o valor da série?
k=0

A soma parcial é s, = Z r* =1+ r+r+... 4" Multiplicando por 7 temos
k=0

Py =141+

= 5, —7S,=1—7r"t

= (1—-7)s,=1—r""
1— n+1
= SnZ—l_TT (ser #1)

Como r € R temos que |r| <1ou|r|>1

1
1. Se |r| < 1 entdo lim "™ =0 logo lim s, = e portanto
n—o00 n—00 1—17r

1
Zrkzl—r

k

oo
=0

2. Se |r| > 1 entao A lim s,. Porqué? Veja que acontece com lim s, quando |[r| > 1, r =1
n—oo n—oo

er =—1.

A série anterior é chamada de “série geométrica”.
[e.e]

Exemplo: A série E — é chamada de série harmonica. Vejamos que esta série é divergente.
k=1
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n

De fato, denotemos com s,, = Z z e observe que

k=1
1
So = 1—'—5
= 1+1+1+1>1+1+1+1 1+1—|-1
R e R R
T S I I S
Sg3 = —t+-F+-+-F=-+=-+=
> 273456738
> 1+1—|—1+1+1 1+1—|—1—1+1+ +
- 2 4 4 8 8 8 8 2
Assim, podemos mostrar por inducao que
n
82n21+§

para todo n € N. Dai segue syn — 0o portanto a sequéncia (S, )nen diverge.

Outra Alternativa para determinar a divergéncia da série harmoénica: Consideremos
a funcao f(z) = 1/x. Por f ser decrescente em [1, oo temos que

/ ) de <3 50

n+1 n
1 1
= / —dx < —
k=1

= In(n+1)<s,

=N

Tomando limite quando n — oo temos que lim s, = oco.

n—oo
Exemplo: Suponhamos que lim b, = L. A série Z (b, — bry1) é convergente?
n—oo
k=0

n

Z(bk - bk+1) = (bO - bl) + (bl - b2> +oee (bn - bn—i—l) = bO - bn+1
k=0

Tomando limite temos que

o0

> bk — b)) = by — L

k=0

séries com este formato sao chamadas de “séries telescopicas”.
1

Consideremos a série Z —_
—~ k(k+1)

Observe que seu termo geral pode ser escrito da forma

111
k(k+1) k  k+1

Asim as somas parciais desta série sao dadas por
“ 1 " /1 1 1
;k(/@—i—l) ;(k k—l—l) n+1

1
Dai segue que s,, — 1. Portanto a serie é convergente e Z — =
— k(k+1)
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[e.9] o0

Theorem 4.0.1 seja kg € N. entao a série E ap converge se e somente se a Série E ag

k=1 k=ko
converge
Prova:
g/l+'..+ak§0+73 — g’l_’_”'—'—a’ko—lj_’_a’k()+”'+a’k‘0+nj
Sko+n =Ap tn

entao temos que sy, = Ag+t,. Dal segue que ambas sequéncias simultaneamente convergem
ou divergem.

Theorem 4.0.2 (Critério de Cauchy) A série iak € convergente se e somente se dado
€ > 0 € possivel encontrar ng € N tal que =
|nt1 + ano + -+ apip| <€ Vn>mng, VpeN. (0.1)
Proof: Observe que
|Sn+p — 8p| = |@ng1 + Apgo + -+ F aner‘

Portanto a sequéncia (s,),en € de Cauchy se e somente se (0.1) é satisfeito, isto é, dai segue o
resultado desejado. a

Exemplo: Suponhamos que (a,) é uma sequéncia tal que |a,| < 2% para todo n > 0. Vejamos

o0
que a série E ay converge. De fato, observe que
k=0
1 1
|1+ Gng2 4 -+ Gngp| < | + [ansa| + - + [anp| < on+1 - on+2 T on+p’
o0
Denotemos com (s,,) a sequencia de somas parcial da série geométrica o isto é,
k=0

"1
Sn:Z?
k=0

a qual é convergente e portanto de Cauchy. Assim fixado € > 0, existe ng € N tal que
|Sptp — Sn| <€ VYn >ng, peN.
Dai temos que

|1 + Gnyo + -+ Angp| < [Sngp — Sn| <€ Yn >mng, peN.

o0
Pelo critério de Cauchy, a série E ay converge.
k=0
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4.1 Propriedades

(o] (e.)
Theorem 4.1.1 Se as séries Z ay, Z by, convergem entao para o € R as séries Z(ak + by)
k=1 k=1 k=1

[e.e]
e E aay) sao convergentes. Alem disso,

k=1
SURTRED RS 1
k=1 k=1
Z(aak) =a) a
k=1 k=1
Theorem 4.1.2 Se a série Z ay converge entao lim a; =0
P k—o0

prova: Seja s, = a;+---+a,_1+a,, logo s, = s,_1+a, paran > 2 e portanto a, = S, — Sn_1.

Como a série é convergente existe s = lim s,. Dai segue que
n— o0

lim a, = lim s, — hm Sp—1=s—s5=10

n—oo n—oo — 00
—k+1 k+1 1
Exemplo: Vejamos que a série Z + nao converge. De fato, como lim el =—-#0
— k—oo 2k 2

pelo teorema anterior a série nao pode ser convergente.

Note que na série harmonica o termo geral converge para zero mas a série nao converge,
portanto o reciproco nao ¢ verdade.

Theorem 4.1.3 (Critério de Comparagao) Suponhamos que existe kg € N e C > 0 tal que
0 < ap < Cby para todo k > ky. logo temos que

oo oo
1. Se Zbk converge = Zak converge

k=1 k=1
2. Se Z a, diverge = Zbk diverge
k=1 k=1

Prova: Sem perda de generalidade assumamos que ap < Cby, Vk > 1. Sejam s, = Zak e

n

n = b, as respectivas somas parciais, entao temos que s, < Ct, para todo n € N. Como
)
k=1
estamos trabalhando com séries de termos nao negativos as sequéncias (S,)nen € (tn)nen S0

crescentes. Assim:

1. Se E by converge entao (t,)nen converge, logo é limitada superiormente o qual implica
k=1
que (S,)nen também é limitada superiormente. Portanto (s,)neny é uma sequéncia con-
vergente.

44



o0

2. Se g ay € divergente entao (s, ),eny nao pode ser limitada superiormente, logo lim s, =
n—oo
k=1

+o00. Dai segue que lim t, = +o0.
n—oo

1
Exemplo: Consideremos a série Z - Desde que
n!

1 1 1 1
_ = < =
n! 2-3--m—  2---2 on—1
——
n—1 termos

" ) 1
e a série E ST ser convergente concluimos que E p converge.
. . . 1
Exemplo: Seja 0 < p < 1 consideremos a série E — Desde que
n

1

>
nP

S|

) 1.
concluimos que a série E - diverge.
n

4.2 Convergéncia absoluta e condicional

[e.9] o0
Theorem 4.2.1 Seja E a, uma serie de numeros reais. Logo temos que, se a série g |ag|
k=1 k=1
[e.9]

converge entao uma Série E aj converge.

k=1
oo
Proof: Assumamos que a série E lax| é convergente. Agora, para cada n € N consideremos
k=1
pn = max{a,,0},
¢, = max{—a,,0}.
o0
Assim p, < la,| e g, < |a,|, Yn € N. Como a,| converge, do teorema de comparacao 4.1.3
n n n ni n Y b1
k=1
o0 (o]
podemos concluir que as séries E DPn € E ¢n sao convergentes. Porém
k=1 k=1
an = Pn — G, Vn €N.
o0
Dai concluimos que E a, converge. a

k=1
Outra alternativa para provar o teorema anterior: Usaremos o criterio de Cauchy. Seja
o0

e > 0. Como a série E lax| converge, existe ng € N tal que
k=1

lan| + -+ |antp| <€ VYn>mng, VpeN.
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Ja que |an, + -+ anpp| <lan| + -+ |ansp| temos que
lay + -+ Qpapl <€ Yn>ng, VpeN.

Assim, pelo critério de Cauchy a série converge.

[e.e] [e.o]
Definicao: Dizemos que uma série E ay € absolutamente convergente se a série E |ag| for
k=1 k=1

convergente.

O teorema anterior afirma que toda série absolutamente convergente é convergente.
oo

142(-1)"
Exemplo: Consideremos a série Z Lﬂ Como
n!
n=1
1+2(-1)" _ 3
|n!| —nl

2(=1)"]

] converge, portanto
n!

o o0
3 L L 1+
e g — converge, logo pelo critério de comparacao a série E
n

n=1 n=1

oo
. 1+2(—-1)" ,
a série g # ¢ absolutamente convergente.
n!
n=1

Exemplo: O reciproco do teorema anterior nao é vélido. Para ilustrar este fato, consideremos

oo
_1)
a série g u a qual converge (veja o proximo teorema), porém a série dos valores absolutos

k=1

D L

Z ] _Zﬁ diverge
k=1 k=1

Theorem 4.2.2 (Leibniz) Seja (ax)ren uma sequéncia decrescente de termos ndao negativos
oo

tal que i =0 entd —1)*
al que lim aj entdo ;( )ay converge

n

Proof: Consideremos s, = Z ay, logo temos que

k=0
Sopt1 = Qo — @1+ Gy —ag+ -+ Gy — A2pp1
>0 >0 >0
Son = ag+ (—a;+az)+ (—as+ag)+--+ (—ag,_1 + az,)
A ~~ J/ NN ~~ NG ~~ J/
<0 <0 <0

Assim temos que (S9,,41)nen é Uma sequéncia crescente e (Sa, )neny € uma sequéncia decrescente,
alem disso

Sonr1 < ag, Vn €N (Limitada superiormente)

Son > ap— a1, Vn €N (Limitada inferiormente)

Portanto ambas sequéncias sao convergentes e desde que So,11 = S2, + G2,+1 ambas sequéncias
tem o mesmo limite, isto é

lim s9,,1 = lim s9, = L.
n—oo n—oo
Dai segue que para € > 0 existe ng € N tal que

|s, — L| <€, paratodo n parou impar com n > ng
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isto é, a sequéncia (s,)n,en converge, portanto a série é convergente. O

cos(nm)

Exemplo: A série Z
\/_

converge? Note que

8

Z COS n7r

Como (1/v/n)nen ¢ uma sequéncia decrescente de termos positivos, pelo Teorema de Leibniz a
série converge.

n=1

Definicao: Dizemos que a série E ay € condicionalmente convergente se ela converge mas nao
¢ absolutamnte convergente.

—1)" (=1)"
Exemplo: A série (— ¢ condicionalmente convergente, enquanto a série ¢
absolutamente convergente.
4.3 Testes de convergéncia
Theorem 4.3.1 (Teste da raiz) Dada a série
o
D> an:
n=1
consideremos L = limsup /|a,|, logo podemos afirmar:
n—oo
1. Se L < 1, a série € absolutamente convergente.
2. Se L > 1, a série é divergente.
3. Se L =1, nada se pode afirmar.
Proof: Se L < 1 temos que para L < r < 1 existe ng € N tal que
|an|% <r, Yn >mny
= lan| <", Vn > nyg
dai segue que
o0 o0
> lal <) 0t
k=ng k=ng
oo o0
Como |r| < 1 a série geométrica é convergente temos que Z |ax| e convergente, portanto Z ar,
k=0 k=0

¢ absolutamente convergente.

Se L > 1 entao para exite ng € N tal que

|an|% > 1, Vn > ng
= |an| > 1, Yn > ny,
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o0
dai segue que lim a,, # 0 por tanto a série E ai nao é convergente.
n—oo
k=0
Finalmente observe que se consideramos as séries

(o.9] o
1 1
D 2w
n=1 n=1
em ambos casos L = 1 porem uma converge e a outra diverge a

L e" :
Exemplo: A série E — converge pois
n

n 1/n
L = lim sup (|6—||) == limsupE: lim E:O< 1,

n—00 |nn n—oo N n—oo 1

Logo a série converge.

Theorem 4.3.2 (Teste da razao) Dada a série
PILE

. . Qp+1
constderemos L = lim sup u

7
n—00 ‘an
1. Se L <1, a série € absolutamente convergente
2. Se L > 1, a série € divergente

3. Se L =1, nada podemos afirmar.

Proof: 1. Assumamos que L < 1. Seja L < r <1 entdo existe ng € N tal que

i5t0 € |any1| < Tlan| Yn > ng. assim |a,yo| < r%|a,| Vn > ng e portanto
|antp| < rPlan|, Vn >ng
Dai temos que
o0 o o
D larl = langepl < lang| Y17
k‘:’no p:O pZO

Como a série geométrica converge entao a série g ay converge absolutamente.

2. Para o caso L > 1 deizamos como exercicio

. L. . 1
3. A série g — diverge e a série 5 — converge. E'm ambos casos tem-se
n n

hm |an+1| _ 1

n—oo |y
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bn
Exemplo: A série Z — converge pois
n!

b|n Tt ! b
i P A DY B
n—00 |b|”/n' n—oo 1, 4+ 1

Theorem 4.3.3 (Teste da Integral) Seja f(z) decrescente e positiva, denotemos com a,, =
f(n). Logo

00 o0
1. se/ f(z) dz < oo entdo a série E ay converge
1
k=1

o0

2. se / f(z) dz = oo entdo a série Z ay diverge
1

k=1

Proof: Basta observar que

isto é
n n n—1
Zak < / f(z) dx < Zak
k=2 1 k=1

Tomando limite quando n — oo a série pode ser comparada com a integral. O

o0 1 1 1
E 1 . d z: . = d - .
xemplo: Consideremos a série nz:; nln(n) Vemos que nln(n) f(n) onde f(x) z1n(z)

Analizemos a integral

o o 1 00
/2 f(z) dx /2 (7] x = In(In(x)) , =
. . . N1
Dai segue que a série diverge. Agora se consideramos a série Z ————— com p > 1 vemos
= n(In(n))?
que a integral
o 1 1 1=p 100 In(2))t-»
[ Pl T
o x(In(x))p 1—p |2 p—1

Portanto esta série converge

4.4 Representacao Decimal

Nesta secao mostraremos que todo nimero real pode ser representado por um “ntimero deci-
mal”, para isso basta representar por “ntimeros decimais” os nimeros reais do intervalo [0, 1],
dado que a representacao dos nimeros reais pode ser obtido mediante traslagao conveniente
por um nimero inteiro ao intervalo [0, 1].

Definigao: Uma dizima é uma sequéncia (a,)nen cujos elementos oscilam entre os algarismos
0,1,2,3,4,5,6,7,8 e 9. Esta sequéncia sera denotada por .ajasas ... onde o ponto da frente
representa “0,” que desde a escola sao usados para representar “nimeros decimais” do intervalo
[0, 1].
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Denotemos com D o conjunto de todas as dizimas, estabeleceremos una correspondéncia
entre D e os reais do intervalo [0, 1]. Definamos a fungao f: D — R por

[ a,
f(.a1a2 .. ) = W

n=1

(4.2)

Vejamos que esta funcao estd bem definida (a série converge) e assume somente valores no
intervalo [0, 1], isto é, que a série converge e a soma varia entre 0 e 1. De fato, como
0 an, 9
— < —<—, VneN
10m — 10m — 107’ ’

e as séries

il% =0, i% = 92% =1, (convergem)

n=1 n=1

c . ~ , . a
pelo critério de comparacao temos que a série E # converge e

n=1

| /\

Infelizmente a funcao f nao é injetiva em D, para poder estabelecer uma correspondéncia
biunivoca entre D e [0,1]. De fato, Seja «; um algarismo tal que a; < 8, consideremos as
dizimas

o = .a1as ... aj,laj99 ceey 5 = .a10a9 ... (ijl(aj + 1)00 Ce (43)
que evidentemente sao distintas, porém

J 0o J

a, 9
flaaz. . a;-1a;99...) = ; 1o + et 10" Z 107 + Z 10k+y+1
J 00 J
an, 9 1 an, 1
Tor T 210 - 210t 1o
n=1 k=0 n=1
7j—1 [e’s)
B anp  a;+1 0
BRI T Z 107
n=1 n=j+1
= f(.CLl(IQ e aj_l(aj + 1)00 .. )
isto é, f(a) = f(B) o qual mostra que f nado injetora. Agora consideremos duas dizimas

a = .aiay ... e = .biby... distintos tal que f(a) = f() mostraremos que estes decimais sao
da forma (4.3). De fato, seja j o primeiro indice tal que a; # b;, suponhamos que a; < b;, entao

— bn_ n bj_ 7 = n_bn
OZf(B)—f(@):Z mna = Tja: Z alon

n=j n=j+1

mais ainda,

1 b — a; = a,—b =9 1
<L U — =
100 — 109 Z o — n:zj;l I

n=j+1
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portanto todos os termos entre as desigualdades coincidem logo b; —a; =1 e a, — b, =9, para
todo n > j + 1, dai conclui-se que

bj=a;j+1 e a,=9, b,=0 para n=>j+1,

isto é, a e 3 sdo da forma (4.3).

Tendo em conta a andlise anterior se restringirmos a funcao f ao subconjunto D* formado
por dizimas que nao tem todos seus algarismos iguais a 9 a partir de uma certa ordem entao f
serd injetiva neste conjunto. Observe que nao exite o € D* tal que f(a) =1 (Exercicio). Mos-
traremos agora que f: D* — [0, 1] é sobrejetiva e com isso teremos uma uma correspondéncia
biunivoca entre D* e [0, 1].

9 - . .
1
Sejar € [0, 1[. Decompondo este intervalo em 10 partes iguais, temos que [0, 1[= U {i 7+ {,

~ 110" 10
Jj=0
. : a; a;+1
entao r pertence somente a um desses subintervalos a qual denotaremos com 0 10 | note

(3]
ue [— —r
170

107 10

1
< 10 A sequir decompomos o intervalo

ap ap+1 . . ,
[ Ll [ em 10 partes iguais, isto é

9 . .
ap ap+1f ai j a7 4+1
{10’ 10 {_Uo[loJrlOQ’lOJr 102

=

~ . aq as a1 as + 1
entao r pertence somente a um desses subintervalos a qual denotaremos com | — +

0 10210 T 102 |

a a
note que ‘ﬁ + 1—022 — r‘ < 10" Continuando com este processo encontramos algarismos
as, ay, ... tal que
R A < tod €N
— 4+ =4t ——r < — ara todo n :
10 " 10° on =100 P

n

a
Denotemos por s,, = Z 1—(;2 Pelo fato de nh_g)lo T = 0 concluimos que nh_g)lo S, =1, isto é
k=1

r = Z 1_0k
k=1

Se a = .ajas... € D* temos que f(a) =7r. Se a &€ D*, entdo a = aaz...a;99..., com a; < 8,
entdo tomamos = ajas ... (a; +1)00... € D* e portanto f(3) = r, logo f e sobrejetora.

Definicao: Uma dizima peridédica é uma dizima na qual apés um nimero finito de termos ha
um bloco de algarismos (chamado periodo) a partir da qual os algarismos restantes é constituida
pela repeticao sucessiva desse bloco. Exemplos:

) .88666... denotada por .886
) .577232323... denotada por .57223
(ii1)  .642642642... denotada por .642
) .2345000... denotada por .23450 ou .2345

No que segue identificaremos a dizima .ajasy ... com f(.ajas...), isto é

a a2 as

E+1—02+1—03+....

.ajaqasg ... =
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Neste caso, observe que o exemplo (i7) pode ser escrito da forma:

_ D 7 7 2 3 2 3
577283 = — 4+ — 4 4 = 4 ° L Z L2
o723 1O+102+103+1O4+105+106+107+

577 23 23

100 T15 T107

B 577+23 - 1 N 1
© 103 105 102 (102)2

577 23 102
100 T 105 (102 = 1)
5T7(10% — 1) + 23
103(102 — 1)
57723 — 577
103(102 — 1)

Definicao: Uma dizima periddica é simples se for constituida unicamente pelo bloco periddico,
caso contrario a dizima peridédica é composta. A dizima periddica do exemplo (iii) é simples,
as restantes sao compostas.

Theorem 4.4.1 Toda dizima periddica .aias . ..ab1bs ... by, € um racional. Mais ainda

—_— alag...anblbg...bm—alag...an
) e apbiby .. b, =
1z - dntn2 107(10m — 1) €Q

Proof: usando a representacao pelas séries, temos que

.a1asg ... anblbg R bm = ida---An + blb2 bm + b1b2 b

10m 10n+m 10n+2m
_ aag...ay blbg
TG 10n+m ( 10m 102m L )
_ aag...ay b1b2 10™
B 10m 10n+m (mm — 1)
a0y .4, (10™ — 1) 4 b1bs ..
B 107(10m — 1)
_aiay ... apbiby .. by —aray ... ay
B 107(10™ — 1)

Corollary 4.4.2 Para dizimas periodicas simples temos que

biby ... 0m

Theorem 4.4.3 Todo racional em [0, 1] € uma dizima periddica

Proof: seja b € [0, 1] uma fragao irredutivel. Logo, g e 10 sdo coprimos ou nao. Consideremos

cada um desses casos.
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Caso I ¢ e 10 sao coprimos: neste caso os possiveis restos da divisao de todas as poténcias de
10 com ¢ é em nimero finito os quais oscilam entre 1 e ¢ — 1. Portanto existem indices m; < my
tal que a divisao de 10™! e 102 por g tem o mesmo resto rg, isto é

10™ =aiq+r9g e 10™ =asq+19, com 1<ro<qg—1
Logo
10m(10™ — 1) = (az — a1)q, onde my+m = my

como ¢ nao divide 10" entao divide 10™ — 1, isto é existe a € N tal que 10™ —1 = aq. Portanto
1 a

- =——logo
g 10m—1 %

p ap
qg 10m—1
Como § < 1 temos que ap é composto de no maximo m — 1 algarismos nao nulos o qual pode
ser completado com zeros a esquerda ate completar m algarismos, e pelo corolario 7 segue que
p/q é uma dizima periédica simples.
Caso II ¢ ¢ 10 nao sao coprimos: neste caso q ¢ divisivel por 2 ou 5, logo ¢ = 2"5™b onde b e
10 coprimos e n; e ny nao se anulam simultaneamente. Do caso anterior temos que

onde N é um numero natural, portanto

P N | 2nmmyrmm N M

q 2mb5m2(10m —1)  107(10m —1)  107(10m — 1)’
onde n = ny + ny. Como § < 1 segue que M ¢é composto de no maximo n + m — 1 algarismos
a qual podemos acrescentar zeros a esquerda ate completar m algarismos. Como M pode ser

escrito da forma ajas...a,biby ... b, — ajay...a, (exercicio) temos do teorema 7, que p/q é
uma dizima periédica composta. a

Exemplo: A decimal .010010001 ... onde o numero de zeros entre os 1’s vai aumentando
nao é racional.
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4.5 Exercicios

1. Mostre que as seguintes séries sao convergentes e calcule sua soma.

2

a
Ze ) Z—M a7 0.
—~ (1+a?)
2. Seja a > —1. Mostre que

G 1 1 —n—1
= =1.
;(a+n)(a+n+1) a+1’ nz:: n!

Dica: Manipule os termos da série para torna-a uma série telescopica.

3. Use o exercicio anterior com a = 0 e a = —1/2 para mostrar a seguinte estimativa:

=1
1< — < 2.

[e.e]

4. Mostre que a série E In(1+1/n) diverge. Dica: Considere as somas parciais e manipule
n=1
o termo geral para torna-a uma soma telescopica.

o0
5. Seja E a, uma série convergente, consideremos uma sequéncia crescente n; < ng < ...,

n=1
defina
by=a1+ - +an, br=apy1+- -+ an,, b3=dan11+- +a,, etc

Prove que a série E b, converge e tem a mesma soma da série E -

n=1 n=1

6. Seja |r| < 1, mostre que

n=1 n=2

00 k
Zr”: i , keN
— 1—r

7. Use o critério de comparacao para estabelecer a convergéncia ou divergéncia das seguintes

séries:
oo o (0.0
Yo Y BB
—, -
o0
8. Seja (an)neny uma sequéncia decrescente de nimeros reais positivos, tal que E a, Ccon-
n=1
verge. Mostre que lim na, = 0. Dica: Mostre que nas, < S, — s, onde s, ¢ a soma

n—oo
parcial da série.

9. Estude a convergéncia das seguintes séries

d 2n 2n—1
;(Qnﬂ_ on ) Z\/TH

o)

1

n2’

. . . 1
Dica: Compare €SSas Series com as series E — €
n
n=1 n=1
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

(o] 0.]
Sejam E a, € g b, duas séries de termos positivos, e suponha que

n=1 n=1

a
0 < lim = < oo.

n—o0 n

Mostre que as séries, ou ambas convergem ou ambas divergem.

(o] o0
Seja |r| < 1. Mostre que as séries E nr' e E n(n—1)r" sdo absolutamente convergentes.
n=1 n=1
Dica: Use o exercicio 8 para mostrar que lim n]r|”/ 2 = 0, logo para n suficiente mente
n—oo

|n/2

grande n|r|"? < 1 e portanto n|r|® < |r["/2.

1
Seja 0 < p < 1, mostre que a série Z - diverge.
n

o0
Sejam a € R, r > 0 e nyg € N tal que ng > —a/r. Mostre que a série Z diverge.

n=ng

a+nr

o0

Seja E a, uma série de termos positivos. Se esta série for convergente, mostre que:

n=1

(a) A série 5 a? converge e que a reciproca nio vale. Dica: compare a2 com a, para

n suficientemente grande.

(b) Para p > 1 a série Z aP converge. Que podemos afirmar se p < 17

[e.e]

Seja E a, uma série absolutamente convergente e (b, ) ey uma sequéncia limitada. Mos-

n=1
oo oo

tre a série E anb, é absolutamente convergente. A série E

n=1 n=1

(2
sm(;z ) converge?
n

[o.¢] [o.¢] oo
Suponha que as séries g a’ e E b2 convirjam. Mostre que a série g a,b, é absoluta-

n=1 n=1 n=1
00

- an
mente convergente. Neste caso, a série g — converge?
n
n=1
o0

Sejam (ap)nen € (bn)nen Sequéncias de nimeros reais positivos tal que E b, converge.

n=1

[o¢]
» anby, .
Mostre que a série E ——— converge. (Dica: a, + b, > ay,)
a/n n
n=1

Sejam p(x) e ¢(z) polinémios de ordem m,, e m,, respectivamente e ny € N tal que ¢(n) # 0
p(n)

2l
my, > m,. Determine a convergencia ou divergencia das seguintes séries

oo
para n > ng. Mostre que a série Z converge quando m, > m,+2 e diverge quando

n=1 n=1
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

a,
1+a,

Supondo que a, > 0 e a, — 0, prove que E a, converge se e somente se E
converge.

Usando o teste da razao, raiz ou integral determine a convergéncia ou divergéncia das
seguintes séries

[e's] 3n 00 (TL')2 00 a” [e's) o 00 .

Z |’ Z 1’ Z n’ Z ne ’ Z ne .
n! (2n)! n

n=1 n=1 n=1 n=1 n=1

(o)

1
Use o teste da integral para mostrar que as séries Z
n=1

oo
— e E ———— convergem quando
np “nln(n)?
— —

p > 1 e divergem quando 0 < p < 1.

Mostre que nao exite a € D* tal que f(a) = 1, onde D* o conjunto de dizimas que nao
tem todos seus algarismos iguais a 9 a partir de uma certa ordem e f é dado por (4.2).

Represente em dizimas e especifique se sao simples ou compostas, os seguintes nimeros
racionais

3 9 4 7 1 35

10 N 100000 * 1000 - 99 9 - 999

Segundo o teorema 4.4.1 temos que

v a()_alag...anO—alag...an
.a1ag . ..apYV = 1079

Mostre que

= ajas . ..ay
.a1ag .. .anO = T

Seja N € N que tem n + m algarismos. Mostre que N pode ser escrito da forma
N =ajay...a,b1by... b, —aias. .. q,.
Dica: Utilize o algoritmo da divisdo N = a(10™ — 1) + b.

[Representacao bindria] Considere A o conjunto das sequéncias a = (a,) onde cada termo
da sequéncia é um algarismo entre 0 e 1. Se definimos g : A — R por

Qn

n

NE

g(a) =

)
1

3
Il

Mostre que g esta bem definida e que 0 < g(a) < 1. Seguidamente, mostre que esta
fungao nao ¢é injetiva.
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Capitulo 5

Limites e Continuidade de Funcoes

Um funcgao real f de varidvel real é uma funcao definida num subconjunto Dy C R assumindo
valores reais, isto ¢, para cada x € Dy, f atribui o valor real f(x). Assim adotaremos a notagao

fZDf — R
z = f(z)

O dominio Dy da funcao f as vezes sera denotado por D(f) ou simplesmente por D. Como
vimos na se¢ao 1.1, uma fungao estd determinada por seu dominio Dy e sua regra de corres-
pondéncia = — f(z). Quando explicitamos unicamente a regra de correspondéncia de uma
funcao sem determinar o dominio, entende-se que o dominio desta fun¢ao é o maior conjunto
onde a regra de correspondéncia faz sentido.

Exemplo: a regra de correspondéncia f(z) = 1/(x* — 1) s6 faz sentido se x # +1, logo como
nao se faz mengao do dominio este por convencao sera o conjunto Dy := R\ {1, —1}.

Exemplo: As funcoes cujas regras de correspondéncia sao dadas por
f@) = Valw—1) ¢ gle)=vava—1,

nao sao iguais, dado que seus dominios sao distintos pois
Dy =] —00,0]U 1,00, Dy =][1,00][.

E claro que as regras de correspondéncia coincidem se restringimos as fungoes ao intervalo
[1, 00], isto é, f’[lm[ =g.

Definigao: A imagem de uma funcéo f, denotada por Im(f) ou f(Dy), é o conjunto de valores
que a funcao assume, isto é

Im(f)={f(z):x € D} ={y € R: existe x € Dy tal que y = f(x)}.

Por exemplo, a imagem da funcao f(x) = xgil ¢ 10, 1], de fato, desde que z* < 2+ 1 temos que

0 < f(z) < Listo é Im(f) C [0,1[. Reciprocamente, se yo € [0, 1], considerando xg = =, /%2~
verifica-se f (o) = yo, logo [0, 1[{C Im(f). Portanto Im(f) = [0, 1.
Definigao: O gréfico da funcao é o conjunto de pontos (z,y) € R? tal que y = f(z), isto é,

Graf(f) = {(z, f(x)) : 2 € D;} C R?

5.1 Limites de funcoes
No que segue, denotemos I5(zg) :=]zo — 0, ¢ + 0] onde 6 > 0.
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Definigao. Seja A um subconjunto de R. Dizemos que zy € R é um ponto de acumulacao de
A se

(A\ {zo}) N Is(zo) #0, V> 0.

Denotaremos com A’ ao conjunto de todos os pontos de acumulacao de A.
Exemplos: Vejamos que se A = {1/n : n € N} entdao A’ = {0}. De fato, se fixamos § > 0
]- n—oo .
como — ——>2 0, exite ng € N tal que £ € I5(0) para todo n > ny, logo (A\{zo}) NIs(zo) # 0.
n
]- n—oo .
Portanto {0} C A’. Agora observe que se o # 0, temos que|zg| > 0, e como — —— (), existe
n
||

1
ny € N tal que — < 3 para todo n > ny, portanto se consideramos dy > 0 dado por
n

1 1
(50:min{@,‘——xo‘, Vn=1,...n; talque — %xo}
2 'In n

temos que (A\{zo}) NI, (z0) = 0, portanto xy ¢ A" e consequentemente A’ = {0}. Deixaremos
que o leitor verificar que

1. Se A= N entao A" = (.
2. Se A =]0,1] N {2} entao A" = [0, 1].
3. A=Qentao A’ =R.

Theorem 5.1.1 Se xq € um ponto de acumulag¢io de A entdo existe uma sequéncia (x,)nen
em A\ {xo} de termos distintos entre si tal que x, — xo quando n — oo.

Proof: Consideremos d; = 1, escolhemos 21 € (A\{zo})NIs (zo). Seguidamente consideremos
dy = min{ |z, —zo|, 1/2} e escolhemos o € (A\{zo})NIs,(z0). Claramente x5 # x1. Paran > 3,
escolhemos x,, recursivamente da seguinte forma: consideramos §,, = min{|x, 1 — zo|,1/n} e
escolhemos z,, € (A\ {zo})NIs, (z0). Desta forma geramos uma sequéncia (,)neny em A\ {zo}
cujos termos sao diferentes entre si e pelo fato de z,, € I, (x¢) temos que |z, — x| < d, < 1/n
de onde segue que x,, — . O

Definicao Seja f : Df C R = Re zy € Df’ Dizemos que L € R ¢é o limite de f quando

x se aproxima de zg, e denotamos lim f(x) = L, se para cada ¢ > 0 podemos encontrar
T—T0

d = (e, z9) > 0, tal que:
para todo = € Dy \ {zo} com |z — x| < 0, tem-se que |f(z) — L| <e.
Observagao: A definicao anterior pode ser escrita da seguinte forma:
para todo = € (Dr \ {zo}) N Is(xo), tem-se que f(x) € I.(L).

Exemplo: Consideremos as seguintes fungoes: f(x) = ¢ onde ¢ é uma constante, g(x) = 2x+3
e h(x) = 2% + 1, intuitivamente temos que

(@) lim f(x)=¢, (b) xlirglg(:z:) =1, (¢) limh(z)=2.

T—xT0 rx—1

Mostremos a veracidade de nossa intui¢do. Mostraremos (b) e (¢) deixando pro leitor a prova
do item (a). Seja € > 0. Observe que, irfamos ter que

lg(z) =1 <e & 2r+1<e < |Jo+1]<¢€/2,
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logo basta tomar § = €/2 e nessas condigoes se |r + 1| < § teremos que 2|z + 1| < € e portanto
lg(x) — 1] < ¢, isto mostra o item (b). Item (c¢): irfamos ter que

|h(z) =2 <e & |z+1llz—1]<e

Observe que |z + 1] = |z — 1+ 2| < |z — 1| + 2, logo se assumimos inicialmente que |z — 1] < 1
teremos que

o+ 1l — 1] < 3z — 1],

Portanto, se assumimos também que |z — 1| < €/3 entdo |h(x) — 2| < €, logo segundo estas
condigoes, tomando 0 = min{1,€/3} teremos que, se |[x—1| < d entdo |z —1| < le|z—1| <¢/3
e portanto |h(z) — 2| <.

Theorem 5.1.2 O limite de uma funcgdo € unico.

Proof: Sejam L, e Ly limites de f quando z — x( € Df’, fixemos € > 0. Por hipétese, temos
que existem 91, 09 positivos tal que

para x € Dy \ {xo} com |z — x0| < d1, tem-se que |f(z) — L1] < €/2,
para € Dy \ {xo} com |z — z¢| < J2, tem-se que |f(z) — Lo| < €/2.

Considerando § := min{dy, d2 }, temos que para x € Dy \ {zo} com |z — z¢| < 0, tem-se
Ly = Lo| < |Ly = f(2)| + |f(z) = Lo| <€

Sendo € arbitrario, segue que Ly = L. O

Defini¢ao: Dizemos que uma funcao f ¢ limitada superiormente no subconjunto A C Dy,
quando existe § € R tal que f(x) < 3, Vo € A. Quando exista @ € R tal que a < f(x),Vx € A
a funcao é dita limitada inferiormente em A. Se f ¢é limitada superiormente e inferiormente em
A, dizemos que é limitada em A, e caso f seja limitada (ou limitada superiormente ou limitada
inferiormente) em todo seu dominio D; dizemos simplesmente que f é limitada (ou limitada
superiormente ou limitada inferiormente).

Deixamos pro leitor, mostrar que f ¢ limitada no subconjunto A C Dy, se e somente se,
existe M > 0 tal que

|f(zx)] < M, VzeA.

Theorem 5.1.3 Se existe lim f(z) entao existe 6 > 0 tal que f € limitada em Dy N I5(xo)

T—xTQ

Proof: Seja e = 1, pelo fato de existir lim f(z) = L, temos que existe § > 0 tal que

T—T0
para todo x € Dy \ {zo} tal que |z — x| < 4, tem-se |f(z) — L| < 1.
Observe que, para todo x € Dy N I5(zp), com x # x¢, temos que
|fo)] < |f(z) = LI+ L] <1+ |L].

Se xg & Dy o teorema esta mostrado. Caso xy € Dy temos que |f(x)| < max{1+ |L|, |f(z0)|}
para todo x € Dy N I5(xo). O

Exemplo: Consideremos a funcao f(z) = %2 logo temos que 0 € D} porem nao existe lir% f(x)
x>

pois ela nao é limitada nas proximidades de 0.
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Theorem 5.1.4 L ¢é o limite de f em xy € D}, se e somente se, para toda sequéncia (x,)nen
em Dy \ {zo} tal que x,, — o tem-se que f(x,) — L.

Proof: (=): Seja e > 0. Como lim f(z) = L temos que existe § > 0 tal que

Tr—x0
para todo = € Dy \ {zo} tal que |z — xo| <, tem-se |f(z) — L| <e.

Consideremos entao uma sequéncia (x,)neny em Dy \ {zo} tal que x,, — x¢, logo existe ng € N
tal que |z, —x¢| < 6 para todo n > ng. Portanto |f(z,)—L| <€, Vn > ng,istoé, f(x,) — L.

(«<): Procedamos pelo absurdo, isto é, suponhamos que L nao é o limite de f quando xz — xy,
logo deve existir ¢y > 0 tal que para cada 0,, = 1/n existe x,, € Dy \ {xo} tal que |z, — x| < 6,
e |f(x,)— L| > ¢ assim L nao pode ser o limite da sequéncia (f(z,))nen. Por outro lado, como
T, — Tg, por hipitese deveriamos ter que f(z,) — L o qual fornece a contradigao desejada. O

Exemplo: a fungao

1 sexe@Q

f(x):{o sex € R\ Q

nao possui limite em nenhum ponto, pois para ry € R existe uma sequéncia de racionais
(rn)nen € irracionais (i, )nen se aproximando de zg, porém como f(r,) =1 é f(i,) = 0, temos
que lim f(r,) # lim f(i,) de onde concluimos que o limite ndo pode existir.

n—oo n—oo
Exemplo: Num exemplo anterior provamos que glgl_)Hi f(x) =2 para f(z) = 2%+ 1. A prova foi

realizada usando os €'s e ¢'s da definicao de limite. Observe que podemos usar o teorema anterior
para re-demonstrar este mesmo resultado. De fato, seja (x,) uma sequéncia em D; \ {1} =
R\ {1} tal que z,, — 1, entdo 22 =z, -z, — 1 -1, logo 2 + 1 — 2, isto é f(z,) — 2. Como a
sequéncia (z,) foi tomada arbitréria, pelo teorema anterior podemos concluir que glgri f(z)=2.

Corollary 5.1.5 Sejam f,g: D C R = R, g € D' e a« € R. Suponhamos que existam os
limites

lim f(z) =1L, lim g(z) = M.

T—T0 T—T0

Entao existem os limites, quando x se aproxima de xy, das sequintes fungoes
L f+g, e lim(f+g)(z)=L+M,
T—x0

2. af, a € R, e lim (af)(z) = aL,

T—T0

3. fg, e lim (fg)(x) = LM,

4. flg caso M #0, e lim (f/g)(z) = L/M.

Proof: E consequéncia do teorema anterior, portanto a prova fica como exercicio para o leitor.
O

Exemplo: Mostremos que

z(2x + 1) 1

im )
z—-1 241 2
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Deixamos ao leitor provar que, para f(z) = z, existe lim1 f(x) = —1. Em vista disso, pelo
T——

teorema anterior, temos que existiram os limites:

lim (2f(z)+1)=-1, lim (f(z)f(z)+1)=2.

r——1 r——1

Considerando o cociente destes termos segue o resultado desejado.
Limites Laterais

Definicao: Seja A um subconjunto de R, umponto xy € R é dito ponto de acumulagao a
direita do conjunto A se

ANz, To + 8[£ 0, V86 > 0.

Ao conjunto de pontos de aculagao a direita de A denotaremos com A’ . Da mesma forma que
na definicao anterior, dizemos que zy € R é um ponto de acumulacao a esquerda do conjunto

A se
Aﬂ]l‘o — (S, ZL’Q[?é @, Yo > 0,

e o conjunto de pontos de acumulacao a esquerda de A, sera denotado por A’ .

Definicao: Seja f : D C R — R e 2y € D!.. Dizemos que L € R ¢é o limite lateral de f a

direita de x(, e denotamos lim+ f(z) = L, se para cada € > 0 podemos encontrar 6 > 0 tal que:
z—>x0

para todo x € D com xy < x < zo + 9, tem-se |f(z) — L| < e.
Analogamente, se xo € D’ | L € R sera dito o limite lateral de f a esquerda de x, e denotamos
lim f(z) = L, se para cada € > 0 podemos encontrar ¢ > 0 tal que:
=T

para todo x € D com xy — 0 < x < xg, tem-se |f(x) — L| < e.

Exemplo: se consideramos a fungao

f(x):{ 1 se <0

0 se z>0

pode-se verificar usando a defini¢do que existem limites laterais lim f(z) = 1, lim+ f(x) =0
z—0~ z—0

(faga-o!). Por outro lado, usando a caracterizacao do limite usando sequéncias pode-se mostrar
que nao existe lir% f(z). Logo, a existéncia de limites laterais nao implica a existéncia do limite.
d

Theorem 5.1.6 Seja f: D CR — R em xy € D', N D_. Entao

lim f(z) = L, se e somente se, lim f(x)=1L e lim+ f(z)=L.

=0 Tz Tz

Proof: Mostremos que, se os limites laterais existem e coincidem, entao existe o limite de f,
a outra implicacao deixamos para o leitor. De fato, seja € > 0, da existencia dos limites laterais
temos que existem 01, 0 positivos tal que:

e para todo x € D com xy — §; < & < xg, tem-se | f(z) — L| < €,

e para todo x € D com zy < x < xo + d2, tem-se |f(z) — L| < e.
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Tomamos § = min{dy, d }, logo se 0 < |z — x| < 0 temos que = # xg e
To—0<x<z9+0 = ou x9g—0<xr<T9 OU To<IT<xH-+,
consequentemente
ou 2p— 01 <z <xTnr OUu Top<zT<To+ 0.

Portanto temos que |f(z) — L| <€, logo lim f(z) = L. O

T—T0

Exemplo: Consideremos as fungoes

ro={ 2" it ww={ e

T se xz>1 se =0
—

Deixaremos que o leitor mostre que existem os limites laterais de f no ponto zy = 0 e assumem
valores distintos, logo podemos afirmar que nao existe o limite de f no nesse ponto. Agora,
pode-se mostrar que existem os limites laterais de g no ponto 0 e ambos tendo limite 0, logo
podemos afirmar que existe ilir(l) g(x)=0.

5.2 Limites infinitos

Definicao: Dizemos que o limite de f, quando x se aproxima de xg € Df’ , ¢ infinito (00), e
escrevemos

Jim f(0) =

se, para cada M > 0, existe 6 > 0 tal que,
se v € D\ {zo} com |z — zo| <9, tem-se que f(x) > M.
Analogamente, o limite de f, quando x se aproxima de ¢, é menos infinito (—o00), e escrevemos

lim f(z) = —o0,

o=z
se, para cada M > 0, existe 6 > 0 tal que,

se v € DF \ {0} com |z — zo| <9, tem-se que f(x) < —M.
Exemplo: Considere a funcio f(z) = 1/x?, vejamos que 91013% f(z) = co. De fato, fixando
M > 0, temos que:

1 1 1
fey>M & =>M & 2°<— & |1)<——.

z2 M VM
Portanto, tomando § = 1/v/ M, temos que se x € Dy com |z — 0| < 6, vale que f(z) > M.

Theorem 5.2.1 Seja f uma fungdo real e xo € Df. Entdo lim f(x) = oo (ou —00), se e
T—rx0

somente se, para toda sequéncia (x,) em D¢\ {zo} tal que x, — xo, tem-se que f(x,) — 00
(ou —00).
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Proof: A prova segue exatamente as mesmas ideias do teorema 5.1.4 e portanto é deixado
como exercicio pro leitor. O

Exemplo: Considere a fungao f(z) = 1/z. Observe que, se consideramos a sequéncia z,, = 1/n
temos que f(z,) = n — oo, agora se consideramos as sequéncia y, = —1/n, temos que
f(yn) = —n — —o0, isto é, embora ambas sequéncias se aproximem de zero as correspondentes
imagens nao se aproximam de um mesmo valor L € [—00,00] :=| — 00, 00[U{—00, 00}, logo
podemos afirmar que nao existe o limite de f quando x — 0.

Limites no Infinito: Seja f uma funcéo real. Caso Dy D [a, 00[ ou |—o00, b], em alguns casos é
necessario estudar o comportamento da fungao em pontos cujo valor absoluto é arbitrariamente
grande.

Defini¢ao: Dizemos que L € R é o limite de f, quando x cresce indefinidamente (z — 00), e
escrevemos

lim f(z) =L,

T—r0o0

se, para cada € > 0, existe N > 0 tal que,
para todo z € Dy com z > N tem-se que |f(z) — L| < e.

Exemplo: Considere a funcao f(x) = z/(x + 1), vejamos que lim f(x) = 1. De fato, fixando

T—r 00
€ > 0, temos que:

1
<e & |Jr+1]>-.
€

|[f(x) = 1] =

x p—
r+1 x4+

Como |z + 1] > = + 1 basta que z > (1/€) — 1, portanto, fixando qualquer N > 0 talque
N > (1/€) — 1, teremos que, para x > N

1
lz+1ll=2+1>N+1>-,
€

e portanto |f(x) — 1] <e.

5.3 Funcoes continuas

Definicao. Dizemos que a funcao f ¢ continua em x, € Dy, se para cada € > 0 ¢ possivel
encontrar 0 = d(€, z9) > 0, tal que

para todo x € Dy com |x — xo| < 0, tem-se que |f(z) — f(zo)| < e (3.1)

Uma fungao é dita continua se for continua em cada ponto do seu dominio. Note que (3.1)
pode ser escrita da forma

para todo x € Dy N I5(zo), tem-se que f(x) € I.(f(xo)).

Observagao: Note que se zp € Dy é um ponto isolado (:=ponto que nao ¢é de acumulacao
de Dy), entdo existe 6 > 0 tal que Dy N Is = {zo}, neste caso (3.1) é satisfeito, portanto f é
continua em xq. Por outro lado, se xg € D}, f serd continua nesse ponto, se e somente se,

lim f(z) = f(zo)-

T—T0
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Mais ainda, o leitor poderd verificar que, caso xo € (Dy)" N (Dy)", f serd continua em xz, se
existem os limites laterais em torno de xq e

lim f(z) = lim f(z) = f(xo).

.'I,’—>J,’O Q?—)JJO

Exemplo Vejamos que f(z) = e® é continua em x = 0. De fato, seja € > 0. Entao, para x > 0
iremos ter que

e —1l<e & " —1<e & "<l4+e & z<In(l+e) & |z|=2<In(l+e¢).
Por outro lado, para z < 0 iremos ter que
e —1l<e & 1—€e"<e & 1—e<e® & In(l—¢) <z & |z|=—2<—In(1—¢).

Assim, tomando § = min{In(1 + €), —In(1 — €)} segue que, se z € Dy com |z — 0| < § tem-se

que |f(z) = f(O)] <e
Theorem 5.3.1 Seja f € continua em o € Dy e c € R.
1. Se f(xg) < ¢, entdo exite § > 0 tal que f(z) < ¢ para todo x € Dy N Is(zp).

2. Se f(xg) > ¢, entdo exite 6 > 0 tal que f(x) > ¢ para todo x € Dy N I5(xo).

Proof: Suponhamos f(zg) < ¢, como f é continua em z( para € = ¢ — f(zg), existe um § > 0
tal que

f(xo) —e < f(x) < f(zo) +€, Vo e DynIs(z).
A desigualdade do lado direito implica que
f(x) <e, VzeDfnls(x),

0 que mostra o primeiro item deste lema. A prova do segundo item fica como exercicio para o
leitor. a

Observacgao: O teorema anterior mostra que funcoes continuas f preservam localmente o sinal,
isto é,

e Se f(xg) > 0 entdo f(x) > 0 para z numa vizinhanga de x.

e Se f(xp) < 0entao f(x) < 0 para x numa vizinhanga de xy.

Theorem 5.3.2 Uma funcao real f € continua em xy € Dy se e somente se, toda sequéncia
(Tn)nen em Dy tal que z,, — xo tem-se que f(z,) = f(xo).

Proof: A prova é similar a do teorema 5.1.4 portanto, deixamos os detalhes da prova a para
o leitor. O

Exemplo: vejamos que podemos usar a continuidade da fungdao exponencial em x = 0 e o

limite lim,, o lnin) = ( para mostrar que lim /n = 1. De fato, observe que
n—oo

1 & 1
C/ﬁ — nn = 6ln(nn) _ enln(n)

Como @ — 0e f:]0,00[— R dada por f(z) = e” é continua em x = 0 temos que

enlnm) 5 0 =1 = Un — 1
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Theorem 5.3.3 (Propriedades) Seja o uma constante real e sejam f e g duas fungoes reais
continuas em xo € Dy N D,. Entao, também sao continuas em xy as fungoes f + g, af, f - g.
Além disso, se g(xg) # 0 entdo f/g é continua em x.

Proof: E consequéncia do teorema anterior. O

Exemplo: Usando teorema 5.3.2 prova-se rapidamente que a funcao f(x) = 2™, m € N é
continua em qualquer z, € R. De fato, se (z,) é uma sequéncia em R tal que z, — zg
segue que z)" — x(". Decorre do teorema anterior que todo polindmio é uma funcao continua.
Também as fungoes racionais %, p e q polinomios, sao fungdes continuas nos pontos onde ¢
nao se anula.

Theorem 5.3.4 Sejam f e g duas fungoes reais tal que f(Dy) C D,. Se f é continua em xg
e g € continua em yo = f(x0), entao gof € continua em x.

Proof: Seja (z,) uma sequéncia em D(f) = D(gof) tal que x, — xy, como f é continua em
o, pelo teorema 5.3.2 segue que f(x,) — f(x9). Como (f(z,)) é um sequéncia em D, e g é
continua em f(z), usamos novamente o teorema 5.3.2 para concluir que g(f(x,)) = g(f(xo)).
a

Exemplo: Se assumimos que as fungoes exponencial e logaritmo sao continuas, usando o
teorema anterior podemos mostrar que a funcao h :]0, co[— R dada por h(z) = 2" onde r € R
¢ uma funcao continua. De fato, observe que para z > 0 temos que

h(z) =a" = ") =@ = (go f)(z), flz) =rn(z), g(zx)=e"

5.4 Funcoes continuas definidas em intervalos

Definicao: Se existe xy € Dy tal que f(zo) > f(x), Vo € Dy, dizemos que f atinge seu valor
maximo em zy. Analogamente, caso exista x; € Dy tal que f(z) < f(x1), Vo € Dy, dizemos
que f atinge seu valor minimo em x;

Exemplos:

1. A funcdo f :] — 1,00[— R dada por f(z) = e”1*l assume seu valor maximo (igual a 1)
em x = 0. Esta fungao nao assume seu valor minimo embora tenha infimo finito pois é
limitada inferiormente.

2. A fungao f :)0,1[— R dada por f(x) = 1/x é ilimitada superiormente logo nao tem como
assumir seu valor maximo. Esta funcao é limitada inferiormente e portanto tem infimo
finito porém nao assume seu valor minimo.

Theorem 5.4.1 Se f é uma fun¢ao real continua no intervalo fechado e limitado [a,b], entao
f atinge seu valor mdzrimo e minimo.

Proof: Vejamos primeiro que f é limitada superiormente. Procedamos pelo absurdo, isto é,
suponhamos que f nao é limitada superiormente, logo para cada n € N existe x,, € [a,b] tal
que

f(an) >n. (4.2)
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Como (x,,)nen € uma sequéncia limitada, pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass ela admite uma
subsequencia convergente. Denotando por z,, tal subsequencia temos que x,, — zo € R; como
a <z, < bsegue que a < 9 <b. Como f ¢ continua temos que f(x,,) — f(zo) e portanto
(f(zp,)) é uma sequencia limitada o que contradiz (4.2). Consideremos

f:= sup f(z)=sup{f(z):x € |a,b]},

z€[a,b]

entao para cada n € N existe z, € [a,b] tal que

B < () < 5. (4.3)

Por outro lado como (z,)nen € uma sequéncia limitada e pelo Teorema de Bolzano-Weierstrass
ela admite uma subsequéncia convergente. Denotando por z,, tal subsequéncia temos que
Zn, — 20 € [a,b]. Como f é continua temos que f(z,,) — f(20) e por causa de (4.3) temos que
f(z0) = B, isto é, f assume seu valor maximo no ponto z;. Analogamente mostra-se que f é
limitada inferiormente e que assume seu valor minimo. Os detalhes sao deixados para o leitor.
(Il

Theorem 5.4.2 (Valor intermediario) Se f ¢ uma fungao real continua no intervalo [a, b],
entdo f assume todos os valores entre f(a) e f(b).

Proof: Suponhamos que f

(a) < f(b), sejar tal que f(a) < r < f(b) mostremos que podemos
encontrar um ponto xy €la, b|

tal que f(xg) = r. Consideremos o conjunto
A={z€a,b]: f(z) <r, Vo € [a,z]}

Denotemos zp = sup A € [a, b] e mostremos que zg # a e 2y # b e portanto a < zy < b. De fato,
como f(a) < r, pelo teorema 5.3.1 existe d; > 0 tal que f(x) < r para todo x € [a,a+61] C [a,b],
logo a < a + 01 < 2. Por outro lado como f(b) > r existe dy > 0 tal que f(z) > r para todo
x €]b— d2,b] C [a,b] logo A C [a,b — d] de onde segue que zy < b — dy < b. Agora somente
uma das seguintes possibilidades é satisfeita: ou f(z9) < r ou f(z9) > r ou f(z9) = r. Supo-
nhamos que f(zp) < r, entao pelo teorema 5.3.1 existe d; > 0 tal que [z, z0 + &;] C A entdo
[a, zo + 61] € Alogo 2o+ d1 < 29 0 qual é um absurdo. Por outro supormos que f(z) > r existe
d2 > 0 tal que f(x) > r para todo = €]zg — 92, 20], logo AN]zg — d2, z0] = @ 0 que contradiz a
defini¢ao de 2y ser o supremo de A. Portanto a tinica possibilidade restante é que f(z9) =r. O

Exemplo: A equacdo 2°° — 428 + 1 = 0 tem pelo menos duas rafzes reais distintas. De fato,

consideremos p(z) = 2°° — 428 + 1 a qual é continua em R. Como p(1) = =2 < 0 < 1 = p(0)
e p|[0 1 é continua pelo teorema anterior segue que existe zo €]0, 1[, tal que p(z¢) = 0. Como
p(—=1) = =2 <0 <1 =p0)e p‘[_lo} ¢ continua pelo teorema anterior segue que existe

x1 €] — 1,0], tal que p(z1) = 0. Assim xy # 21 sdo duas raizes da equagao.

Corollary 5.4.3 Seja I um intervalo e f : I — R uma fun¢ao continua. Entio f(I) € um
intervalo.

Proof: Sejam y;,y2 € f(I) com y; < ys, logo existem a,b € I tal que y; = f(a) e yo2 = f(b).
Seja yo tal que y; < yo < Y2, logo pelo teorema do valor intermediario existe x entre a e b tal
que f(zg) = yo 0 que mostra que f(I) é um intervalo. O
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Exemplo: Se [ é um intervalo e f nao é continua, f(/) pode nao ser um intervalo. De fato,
considerando a funcao definida por f(z) = 0 para z <0, e f(z) = x + 1 para > 0, temos que
I =R é um intervalos porém f(I) = {0}U]1, oco[ obviamente nao é um intervalo.

Funcoes Mondétonas
Definicao: Seja f: Dy C R — R. Dizemos que
1. f é crescente se se para todo x,y € Dy tal que x < y, tem-se que f(x) < f(y).
2. f é estritamente crescente se se para todo x,y € Dy tal que x < y, tem-se que f(z) < f(y).

3. f é decrescente se se para todo x,y € Dy tal que z < y, tem-se que f(z) > f(y).

4. f é estritamente decrescente se se para todo =,y € Dy tal que x < y, tem-se que f(z) >

f).

5. f é mondtona se for crescente ou decrescente.

Exemplo: A funcao f : [1/2,00[— R dada por f(z) = x(x — 1) é estritamente crescente. De
fato, sejam =,y € Dy = [1/2,00[ com x < y entd@o iremos ter que:

fla) < fly) & *—z<y’—y
s y—x<y?—a?
& 1<y+a.

Como y > x > 1/2 segue que x +y > 1, logo pelo procedimento anterior temos que f é
estritamente crescente.

Lemma 5.4.4 Sejaa <b e f:[a,b] - R uma fungdo continua e injetiva, tal que f(a) < f(b)
logo, se a < ¢ < b entao f(a) < f(c) < f(b).

Proof: Provaremos o primeiro item. Procedamos pelo absurdo, isto é, suponhamos que
f(e) €lf(a), f(b)]. Se f(c) < f(a) < f(b) pelo teorema do valor intermedidrio tem-se que existe
a €le, b tal que f(a) = f(a) o que contradiz a injetividade da funcdo f. Analogamente, se
fla) < f(b) < f(c) pelo teorema do valor intermedidrio tem-se que existe § €la,c| tal que
f(B) = f(a) o que nos conduz novamente a uma contradi¢ao. O

Theorem 5.4.5 Seja I um intervalo. Se f : I — R € continua € injetiva entao f é estritamente
mondtona.

Proof: Consideremos primeiro o caso em que I = [a,b] (a < b) e para fixar ideias suponhamos
que f(a) < f(b). Mostremos que f é crescente. De fato, seja x < y com z,y € I entdo temos
quea <z <y<b.

Sex =aex=>bentao f(z) < f(y). Se x # a entdo temos que a < = < y pelo lema
anterior tem-se que f(a) < f(z) < f(y). Agora, se y # b entdo x < y < b pelo lema anterior
tem-se que f(z) < f(y) < f(b). Logo f é crescente em I = [a,b]. Analogamente, terfamos que
a fungao é decrescente se f(a) > f(b). Agora vejamos o caso em que [ é im intervalo qualquer.
Suponhamos que f nao seja mondtona em I, logo devem existir a; < by e as < by em [ tal que
fla1) < f(by) e f(az) > f(by) assim tomando a = min{a,as} e b = max{by,bs}, f nao seria
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monotona em [a, b], o qual contradiz a conclusdo da primeira parte desta prova, portanto f é
mondtona em 1. O

Exemplo: Se tiramos a condi¢ao de I ser um intervalo, o teorema anterior nao vale. De fato,
a fungao f :]0,1[U]1,2] — R, dada por

é continua, injetiva, porém nao é monotona.

Theorem 5.4.6 Seja I um intervalo e f: I — R uma fungao injetiva. Se f € continua entao
=Y f(I) = R € continua.

Proof: Dado que f é continua e injetiva pelo teorema anterior ela é estritamente mondtona.
Assumamos que assumamos que f é estritamente crescente. Seja yo € f([), consideremos
(Yn)neny uma sequéncia em f(I) tal que vy, — 4o, mostremos que f~(y,) — f~(yo) para desta
forma concluir que

lim 7N y) = 7 (wo).

Basta provar que esta conclusao ainda vale se mesmo que restringirmos (y,)nen as sequéncias
mondétonas (Exerciciol). Portanto assumamos que (y,)nen € crescente e denotemos com x,, =
I Hyn) € zo = f (yo). Assim pelo fato de f ser uma funcao estritamente crescente temos
que f~1 e estritamente crescente (prove!), logo a sequéncia (z,,)nen ¢ crescente. Como z,, < g
Vn € N (porque?) temos que (z,),en é uma sequéncia crescente e limitada superiormente
e portanto ela é convergente isto é x, — a < x3. Da continuidade de f em « segue que
f(zn) = f(a). Com também f(z,) — f(xo) Da unicidade do limite tem-se que f(a) = f(zo)
e portanto o = xg. Dai segue que z,, — ¢ como queriamos mostrar. O mesmo resultado se
obtém se consideramos (y, )nen decrescente. O mesmo resultado também é andlogo se f for estri-
tamente decrescente. Estes detalhes sao deixados como exercicio para o leitor. O

Exemplo: Assumamos que f(x) = e* é continua. Segundo o teorema anterior g(z) = In(z) é
continua, pois f é continua e injetiva no intervalo I =R e g = f~1.

Exemplo: Se tiramos a condi¢ao de I ser um intervalo, o teorema anterior nao vale. De fato,
a funcao f :|0, 1{U]1,2] — R, dada por

é continua, injetiva e Im(f) =]0,2[. Calculando sua inversa temos que
—1 _ Y, ) 6]07 1[
/ @y_{3—% y € [1,2]
a qual nao é continua em y = 1.

Continuidade Uniforme

Defini¢ao: Dizemos que uma funcao f é uniformemente continua no subconjunto A C Dy se
para cada € > 0 existe § = d(€) > 0 tal que
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|f(xz) — f(y)] < € para todo z,y € A satisfazendo |z — y| < 0.

Quando A = Dy dizemos simplesmente que f é uniformemente continua. Note que na defini¢ao
anterior embora § possa depender de ¢, ela nao depende dos pontos x € A de forma isolada,
porem pode depender de A, portanto continuidade uniforme nao é um conceito local e sim
global.
Exemplo: A funcao f :]0,1] — R dada por f(z) = 1/ é continua, porém vejamos que nao é
uniformemente continua. De fato, assumindo o contrario, para € > 0 fixado, encontramos d > 0
tal que, se z,y €]0,1] com |z — y| < J, teremos que |f(x) — f(y)| < e. Agora consideremos as
sequéncias z,, = 1/(2n) e y, = 1/n, logo |z, — y,| = 1/(2n) e |f(z,) — f(yn)| = n, portanto,
para n suficientemente grande |z, — y,| < 0, porém |f(x,) — f(yn)| £ € (=<).

Vejamos agora que f é uniformemente continua em qualquer subconjunto da forma [0, 1]
para qualquer 0 < 6 < 1 fixado. De fato, fixemos € > 0, logo para x,y € [0, 1] temos que

1
T

[f(x) = fy)l =

H_oly=al _ly—al
y vy T 07

pois z,y > 0. Tomando § = €f* teremos que quando |z — y| < §, pela desigualdade acima,
teremos que |f(x) — f(y)| < e.

Exemplo: observe que a fungio f : [0,00] — R dada por f(x) = 22 é continua, porem nao é
uniformente continua. De fato, se esta funcao fosse uniformemente continua, para ¢ > 0 dado
existe 0 > 0 tal que

|lf(x) = fly)| <e Vr,y>0 talque |z—y|<d.
Em particular,
|f(x+6/2) = f(z)| <€, Vo >0,

isto é, z0 + §2/4 < € para todo = > 0, logo
1 2
r < 5(6 —46°/4), Vx>0 (=<«).

Deixamos ao leitor, provar que f é uniformemente continua nos intervalos da forma [0, b]
com b > 0.

Theorem 5.4.7 Se f é continua no intervalo fechado e limitado |a,b] entdo é uniformemente
continua nesse intervalo.

Proof: Procedamos por contradicao, isto é suponhamos que existe € > 0 tal que para qualquer
9, > 0, n € N tal que 6, — 0, existem z,,,y, € [a,b] tal que

Por (x,) ser limitada possui uma subseqiiéncia (x,,) convergente. Analogamente, por (y,,)
ser limitada, ela possui uma subsequencia convergente a qual serd denotada da mesma forma.
Como |z, — Yn,| < d,, — 0 estas subsequencias possuim o mesmo limite zy € [a,b] de onde,
pela continuidade de f, as seqiiéncias (f(x,,)) e (f(yn,)) convergem para o valor f(z), por-
tanto | f(zn,) — f(Yn,)| = 0 0 que entra em contradigdo com (4.4). O
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5.5 Exercicios

1.

10.

11.

12.

13.

Encontre o dominio e imagem das seguintes fungoes. Justifique sua afirmagao.

r—1 x) = Va2 —1.
(a) f(o) =" (b) g(x) 1

Prove o reciproco do teorema 5.1.1 vale.

Usando a definicao de limite, isto é usando €’s e §’s, mostre que

(a) lime® =1. (b) lim(2® — 22 +2) = 0.

z—0 rz—1

Sejam f,g: D — R e xg € D'. Prove que
(a) Se xlg;l f(z) >0, existe 0 > 0 tal que f(z) > 0 para todo x € (D \ {xo}) N Is(xy).
(b) Se a}l)r:rvl:f(x) > xli_}rilog(x), existe 0 > 0 tal que f(z) > g(z) para todo z € (D\ {zo})N
Is(xp).
Sejam f,g: D CR — Rexy € D, tal que f é limitada e lim g(z) = 0. Mostre que
lim f(x)g(x) = 0. o
o=

Prove que néo existe lim sin(1/z), porém existe lim zsin(1/z) = 0.
z—0 z—0

Sejam f,g: D —Rexqge D).
(a) Se existem lim f(x) e lim (f + g)(z), mostre que existe lim g(z).
Tr—T0 T—TQ r—x0

(b) Se existem lim f(z) e lim (fg)(z), existe lim g(x)? Justifique sua resposta.
T—xTQ T—T0 Tr—TQ

Mostre que L é o limite lateral de f a direita de x( se e somente se, para toda sequéncia

(n)neny em DyN]zg, 0o com lim x,, = z( tem-se que lim f(x,) = L.
n—oo n—oo

Mostre que L é o limite de f a esquerda de xy se e somente se, para toda sequéncia

(n)neny em DyN] — 00, zo[ com lim z,, = x¢ tem-se que lim f(x,) = L.
n—oo n—oo

Uma funcao f ¢ dita mondtona se for crescente ou decrescente, isto é, para todo x,y € Dy
com x < y tem-se f(z) < g(z) e serd decrescente se para todo x,y € Dy com = < y tem-se
f(z) > g(z). Sejaa < be f:la,b]— R uma fungdo mondtona e limitada. Mostre que
existem os limites

lim f(z), lim f(x)

z—at z—b—

é um nicao, usando € € necessario im f(x) = uan
D a definicao, usando €’s e §’s s cessario, de 1 L quando
T—xQ

(a
(b
(c
(d

{L‘OZ—OO,LGR.
g €ER, L = —00.

ro =00, L =00

~— — ~—

ro =00, L = —00.

Caracterize cada um dos limites no item anterior usando sequéncias de forma similar ao
Teorema 5.2.1 e realize as provas dos mesmos.

Calcule os limites se existirem. Justifique sua resposta usando a definicao de limite ou
algum outro resultado equivalente.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

x 2 2
lim —. . x R
Wy © Jm (©) Jim —
z—1
I U A

Mostre que a fungao f : [0, co[— R dada por f(x) = y/x é continua. Seguidamente mostre
a continuidade da fungdo g : R — R, dada por g(x) = /|z|.

Sejam a < b < ce f:[a,b] > R, g:[bc — R funcoes continuas tal que f(b) = g(b).
Definimos h : [a,c] — R dado por h(z) = f(x) se = € [a,b] e h(z) = g(z) se z € [b,c].
Mostre que h é uma funcao continua.

Seja f : R — R uma funcao tal que f(z +y) = f(z) + f(y) para todo z,y € R.
(a) Mostre que f(0) = 0.

(b) Se f for continua em xy = 0, mostre que é continua em qualquer ponto zy € R.

Sejam f, g : [a,b] = R duas fungbes continuas e definamos as fungées h™,h™ : [a, 0] = R
dadas por

ht(z) = max{f(z),g9(x)},  h~(z) =min{f(z),g(z)}.
Mostre que estas fungoes sao continuas.
Sejam f, g : R — R funcoes continuas em xq. mostre os seguintes itens

(a) Se f(xo) > g(xg) entdo existe 0 > 0 tal que f(x) > g(x) para todo = €]zg—J, xo+0].
(b) Se f(zo) < xo entao existe § > 0 tal que f(z) < x para todo = €]zg — J, o + 0].

Seja f : R — R uma fungao real continua tal que f(x) € Q para todo z € R. Mostre que
f(z) = f(0) para todo = € R.

Mostre que a fungao f(x) = e* é continua.

Uma funcao f : I — R é dita Lipschitziana se é possivel encontrar M > 0 tal que
|f(z) — f(y)] < M|z — y| para todo x,y em I. Mostre os seguintes afirmagoes

(a) Se f: I — R for lipschitziana entao é continua

(b) Se I for um intervalo limitado e f : I — R, g : I — R duas fungoes lipschitzianas,
mostre que fg tambem é lipchitziana.

(¢) Mostre que o item anterior falha se o intervalo I nao for limitado.

Assuma que as fungoes elementares conhecidas sao continuas. Veja se as seguintes fungoes
assumem seu valor maximo ou minimo justificando sua afirmagao.

(a) f(z)=sin(1/x). (b) f(x) = arctan(x). (c) ]j(“)(a:)] = 1/In(z), Dy =

Seja f : [a,b] — R uma fungao continua tal que f(x) > 0 para todo z € [a, b], mostre que
existe d > 0 tal que f(x) > 0 para todo z € [a, b].

Considere o polinomio real p(z) = a,z" + a, 12" 'n + -+ - + ag onde a, > 0.

(a) Mostre que que lim p(x) = co.
Tr—00
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25.

26.

27.

28.

29.

30.
31.

(b) Se p é de grau impar, mostre que p tem uma raiz real, isto é, existe ry € R tal que
p(zo) = 0.

Mostre que f é continua em z, se e somente se para toda sequencia monétona (&, ),en
em Dy com x, = x¢ tem-se que f(z,) — f(zo).

Considere uma fungao f : R — R continua tal que zf(x) > 0 quando = # 0. Mostre que
f(0) = 0. Dé um exemplo de que este resultado falha se removemos a continuidade da
fungao.

Seja f : [0,1] — [0,1] uma fungdo continua. Mostre que f tem um ponto fixo, isto é,
existe zg € [0, 1] tal que f(z¢) = zo. Dica: Considere a fun¢ao f(x) — z e use o teorema
do valor intermediario.

Seja f :[0,1] — R uma fungao continua. Se f(0) = f(1) mostre que existe zy € [0, 1] tal
que f(zo) = f(zo+1/2). Dica: Considere a funcao f(x+1/2) — f(x) e use o teorema do
valor intermedidrio.

Seja f : I € R — R uma funcao injetiva. Sabe-se que se as seguintes condicoes sao
satisfeitas

(a) I é um intervalo.

(b) f é continua

entdo f~! é continua. Dé exemplos onde esta afirmacao falha se retiramos alguma dessas
condicoes.

Mostre que a fungao f : [1,00[— R dada por f(x) = 1/ é uniformemente continua.

Mostre que a fungao g :]0, 1] — R dada por g(z) = sin(1/x) nao é uniformemente continua.
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Capitulo 6

Derivadas

No decorrer deste capitulo I denotara um intervalo qualquer.

6.1 Funcoes Derivaveis

Dizemos que a funcao f : I — R é derivavel ou diferenciavel em zy € I se existe

lim M c R.
T—T0 T — g
Neste caso, este limite é denotado por f'(xg) e é chamado de derivada de f no ponto zy. Caso

o limite anterior nao exista ou for 400, dizemos que f nao é derivavel em z(, ou que nao existe
derivada de f em .

Note que fazendo a mudanca de variaveis r = xy + h, temos que x — x( se e somente se
h — 0, assim o limite anterior pode ser escrito da forma

lim f(wg+h) — f(l"o).

h—0 h

Quando a funcao for derivavel em cada ponto do intervalo I, dizemos que f é derivavel em
I ou simplesmente derivavel.
Exemplo: As fungoes f = ¢ onde ¢ e uma constante e g(x) = = sdo derivaveis em qualquer
ponto zo € R. De fato, como

f(330+h)_f(1’0):9 9($0+h>_9($0):ﬁ

h h h h

para h # 0, logo existem os limites e sao finitos quando h — 0, de onde concluimos que f e g
sdo derivavies em xg e f'(xg) =0e ¢'(xo) = L.

=1

=0,

Exemplo: Para n € N fixado, a fun¢ao f(z) = 2™ é derivdvel em qualquer ponto xy € R. De
fato, do binomio de Newton

n __ - n n—i1.1 n . n'
(l’o—i—h) —Z(Z>Z’O h, onde <Z)—m

=0

temos que

(xo+h)" — af . n\ . n\ A
7 0 = pap~t + 5 ) To ’h + 5 | %o P4+ n R L

Como o lado direito tem limite finito quando h — 0 a funcao é derivavel em xy, além disso

temos que f'(zg) = na)
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Exemplo: A func¢do f(z) = |z| ndo é derivavel em xy = 0, pois os limites laterais de

fO+h)—f(0) _ |n]

h h

sao 1 e —1 e portanto nao coincidem, logo f nao é derivavel nesse ponto. Deixamos ao leitor
mostrar que f é derivavel em qualquer ponto xg # 0.

Exemplo: As fungoes

0 se <0
) =lele. g ={ % % 55

sao derivaveis em xy = 0, pois os limites de

fO+1) = f(O0) _\ 90+h) =9(0) [0 se h<O
h = 1Al h "l h se h>0

existem e sao finitos quando h — 0, alem disso, f'(0) =0 e ¢’(0) = 0.

Theorem 6.1.1 Se f: I — R ¢ derivdvel em xog € I entdo é continua em xy.

Proof: Observe que zy é um ponto de acumulagao de I, logo para x # o temos que

) = o)

r — T

flz) = (z — o) + (o).

Em vista que o limite do lado direito da igualdade existe, quando x — z, e é f(xg), tem-se
que lim f(z) = f(zo), logo f é continua em x. O
T—T0

Exemplo: O reciproco do teorema anterior nao ¢é verdade, pois a funcao f(z) = |z| é continua
em zy = 0 porém nao ¢é derivavel nesse ponto.

Theorem 6.1.2 Se as funcoes f,g : I — R sao deriviveis em xy € I, entdo também sdao
derivdveis em xg, as funcoes f+ g e fg. Alem disso,

(f +9)(z0) = f'(w0) + g'(x0) e (fg)(z0) = f'(20)g(20) + f(20)g' (o).
Também, se g(xg) # 0, a funcao f/g € derivavel em xq e

(i)l (25) = f'(20)g(20) — f(20)g'(x0)
g

9(950)2

Proof: Mostraremos que o produto e cociente de fungoes é derivavel, deixando ao leitor a
derivabilidade da soma de funcoes. Observe que

f(@2)g(w) — f(xo)g(x0)  fl) — f(:co)g(x) N f(xo)g(x) — 9(0)

r — T r — T r — T
Como existe o limite do lado direito da equagao e é f'(xo)g(zo) + f(x0)g'(zo) temos que o
produto fg é derivavel e satisfaz a férmula enunciada. Antes de mostrar que o cociente f/g é
derivédvel, provemos o caso particular quando f(z) = 1. Neste caso, temos que

[1/g(@)] - [1/g(zo)] 1 g(x) = g(wo)

T — T g(x)g(xg) = — x0
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Como o limite o lado direito da igualdade existe e é —g¢'(x0)/g*(x0), concluimos que 1/g é

derivavel em zq e
17 g (o)
|:§:| ({Eo) = — 5

1
Caso geral: Como i = f - —, dos resultados anteriores temos que f/g é derivavel em xg e
g g

/ / v (o L " g' (o) _ f'(@o)g(wo) — f(20)g' (20)
(9) (o) = 1) I O)g(ﬂco)2 9(x0)?
O

Observe que, como consequéncia deste teorema, podemos também podemos afirmar que
para qualquer constante ¢, c¢f e f — g sdo derivaveis em x e (cf) (xo) = cf'(x0), (f —9g) (z0) =
f'(xo) — g' (o).

Exemplo: a fungao f(z) = 1/(1 — 2?) é derivével em qualquer ponto do seu dominio D; =
R\ {—1,1} pois 1 —2? # 0 para x # 41 o numerador e denominador sao derivaveis, alem disso,

D 2x
f (l’) - (1 —.172)2'

Observagao: Observe que também podemos formular a derivabilidade de f : I — R usando
seguéncias: f ¢é derivdvel em zg € I, se e soemente se, para toda sequéncia (z,) em I\ {zo}
f (xn) — f (ZE())

Tn — Zo

tem-se que existe o limite de convergindo a um mesmo ponto L € R. Neste caso

L = f'(zo).

Theorem 6.1.3 (Regra da Cadeia) Sejam I,.J dois intervalos abertose f: 1 — J, g:J —
R duas fungoes, sendo que, f é derivdivel em xo € I e g derivdvel em f(xg) € J, entdo a
composicao gof € derivdvel em xg, além disso

901 (o) = g'(f (o)) ' (0)-

Proof: Seja (z,) uma sequéncia em I \ {zo} tal que z, — xy. Como f é derivdvel em z é
continua nesse ponto, logo f(z,) — f(x¢). Agora observe que podemos escrever

gof1(xn) = [gof1(w0) _ g(f(wn)) = 9(f(20)) = f(xn) = f(x0)

Ty — T f(xy) = f(xo) Ty, —xo

para n € N tal que f(x,) # f(x), sendo assim, se esta condicao fosse valida para todo n € N,
o limite do lado direito da igualdade anterior existe e alem disso

lgo /(o) = tim oA ZU9eT@0) _ 09 ().

n— oo ,j(,’n — ,1,’0

O mesmo resultado temos se f(z,) = f(z() somente para um nimero finito de indices. Vejamos
0 caso restante, isto é, suponhamos que f(z,) = f(zo) para um numero infinito de indices.
Denotemos com Ny = {n € N: f(x,) = f(z0)}, No = {n € N: f(z,) # f(x¢)}. Claramente
N; UN,; = N, agora observe que se n € Ny temos que

f(wn) = flxo) 9(f(xn)) — 9(f(x0))

ITn — Zo Tn — Xo
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portanto necessariamente f'(xo) = 0 e lim 9(f(xn)) = 9(f(20))

— —
ZeNolo In — To

= 0. Agora, caso Ny seja

infinito, pelo exposto acima, temos que

i 9 () = 9lf(w0)

_ _
Y:LENOQO In — To

= gl(f(ffo)) -0=0.

Logo, temos que

i 90 () = 9lf(w0)

n—oo Tn — X

=0= gl(f(fco)) : f’(fﬁo)-

Theorem 6.1.4 Seja f: I — R uma funcao continua e injetiva. Se f é derivavel em xy € I
com f'(xo) # 0 entdo f~1 € derivdvel em yo = f(xg), além disso

1 1
7 (wo) = =
V0 = ) = )
Proof: Seja (y,) uma sequéncia em f(I)\ {yo} tal que y, — yo, logo y, = f(x,), com
x, € I'\ {x¢}. Como f é continua e injetiva no intervalo I, segue do teorema 5.4.6 que f~1 é
continua em f(I), logo = (yn) — f*(y0), isto é z,, — 9. Observe que

fﬁl(yn) B fﬁl(yO) _ In — Lo . 1

Yn — Yo _f(xn)_f(xo)_ f(xn) = f(x0)’

Tp — T

e como o denominador do lado direito da igualdade anterior tem limite diferente de zero o limite
desta expresao existe e portanto

Exemplo: Para n € N, a funcdo ¢ :]0,00[— R dada por g(y) = y*/™ é a inversa da funcio

f:]0,00[— R, dada por f(z) = z™. Como f'(z) = nz" ! nao se anula no dominio de f, temos
que g é derivavel em f(]0, 00[) =|0,00[ e
1 1 1
") = ——— — — yu— 1
g (y> - n(yl/n>n_1 n Y

Exemplo: Vejamos agora que a funcdo h :]0,00[— R dada por h(x) = 2™/™, onde n,m € N
é derivével. Como h(z) = g(f(x)) onde f(z) = 2" e g(y) = y*/™, e estas sdo derivaveis em
10, oo, temos que

n
W(z) = —(z")m L ng™t = = pmt,

() = - (a") a
Exemplo: Assumamos que |[¢* — 1 — x| < M|xz|* para todo x €] — §,4[, para algum M e §
positivos. Mostremos que exp(z) = €” é derivavel em x = 0 e exp/(0) = 1. De fato, Seja (x,,)
uma sequencia em R\ {0} tal que x,, — 0, entdo existe ng € N tal que z,, €] — 4, d[ para todo
n > ng, logo, para n > ng temos que

efn — 1

z, — 0

xn_]__
:ugl\/l\xn|—>0quandon—>oo,

—1
|xn|

portanto exp(x) é deriviavel em x = 0 e exp’(0) = 1. Neste ponto, por causa deste resultado
e o teorema 6.1.4 podemos afirmar que a func¢ao inversa In(z) é derivavel em x = 1 e que
In’(1) = 1/ exp/(0) = 1.
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6.2 Crescimento Local

Defini¢ao: Dizemos que a funcao f tem um mdximo local em xy € Dy se existe d > 0 tal que
f(zo) > f(x), Yz € DiN]xg— 8,20+ .

Caso f(xg) > f(x) para todo x € Dy, dizemos que f tem um méximo global em x¢. Defini¢oes
analogas podem ser feitas para minimo local e global considerando o menor valor de f em lugar
do maior valor.

Definicao: Dizemos que xg € R é um ponto interior de um conjunto A C R se existe 6 > 0
tal que

]IO — 0,10+ 5[C A.

O conjunto de pontos interiores de A é denotado por int(A) e neste caso, da definicdo temos
imediatamente que int(A) C A.

Exemplo: Se A; = [0,1], A2 =]0,00][, A3 = {1/n: n € N} N {0}, entdo temos int(A;) =0, 1],
int(As) =]0, 00[ e int(Az) = 0

Theorem 6.2.1 Seja f : I — R derivdvel em xy € int(I). Se f atinge um extremo local
(mdzimo ou minimo local) em xq, entao f'(xo) = 0.

Proof: Assumiremos que z( é ponto onde f atinge um méaximo local. Como zy € int([) existe
0 > 0 tal que f(zo) > f(x) para todo = €]xg — 0,z + 6[C I, logo

M <0 paratodo x €|xg, xo+ 0|
T — Xy

M >0 paratodo x €]Jzg— 0,z
T — o

portanto tomando limites laterais temos que f'(z9) < 0 e f'(x9) > 0, portanto f'(zo) =0. O

Observacoes:

1. Se xg € I e xp & int(I), isto é, se xy for um extremo do intervalo I, a conclusdo do
teorema nao vale como ilustra o seguinte exemplo: f : [0,00[— R dado por f(z) = z,
esta funcdo tem um minimo global em xz = 0, porém f'(0) = 1.

2. O reciproco do teorema anterior nio vale, pois f :]—1,1[— R dado por f(z) = 23, satisfaz
f(0) =0, porém f nao atinge maximo nem minimo local em z = 0.

Lemma 6.2.2 (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R. Seja f : [a,b] — R uma fungdo tal
que f(a) = f(b). Se f € continua em [a,b] e derivdvel em |a,b|, entao eziste xo €|a,b[ tal que

f'(zg) = 0.

Proof: Pelo Teorema de Weierstrass sabemos que f atinge seu valor maximo M e minimo m,
se eses valores forem atingidos nos extremos a e b entao a funcao seria constante, logo f'(x) =0
para qualquer z €|a, b[. caso contrario, devera existir um zy €]a, b[ que realiza o maximo ou o
minimo de f logo pelo teorema anterior f'(xg) =0 O
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Theorem 6.2.3 (Teorema do Valor Médio) Seja f : [a,b] — R. Se f dor continua em
[a,b] e derivdvel em ]a,b|, entdo existe xo €]a,b] tal que

f(b) = fla) = f'(z0)(b— a)

Proof: Consideremos a fun¢ao auxiliar

f(b) = f(a)
b—a

Esta funcao satisfaz as hip6teses do Teorema de Rolle, portanto existe xy €]a, b] tal que ¢'(zq) =
0, isto ¢

g(x) = f(z) = fla) =

(x —a).

Corollary 6.2.4 Seja f : [ — R, onde I é um intervalo. Se f'(x) =0 para todo x € I entao
f € constante

Proof: Seja zy € I fixo. para x € I, f satisfaz as condicoes do teorema anterior no intervalo
fechado de extremos xzy e x, portanto existe 6, nesse intervalo tal que

f(@) = fxo) = f(0:)(z — 20) = 0,
isto é f(z) = f(x) para todo = € I. O

Exemplo: O reciproco do corolario anterior nao vale se I nao for um intervalo, pois conside-
rando a funcgao

l<z<?2

f(ff):{g: O<z<l1

temos que ela é derivavel e f’(z) = 0 para todo = €]0, 1[N]1, 2], porém a fungao nao é constante.

Corollary 6.2.5 Seja f: I — R derivdvel, onde I é um intervalo, entao
x) >0 pra todo x € I, entao [ € crescente

x) >0 pra todo x € I, entdo f € estritamente crescente
x) <0 pra todo x € I, entao f ¢ decrescente

)

x) <0 pra todo x € I, entao f € estritamente decrescente

Proof: Mostremos o primeiro item deixando os restantes para o leitor. Sejam x1,zo € [ tal
que 71 < x9. Pelo Teorema do Valor Médio, existe xy €]z, xo[ tal que

f(x2) — f(z1) = f'(x0)(x2 — 1) >0,

isto é f(z1) < f(x3), portanto f é crescente. O

Exemplo: consideremos a funcao f(z) = 223 — 3z% + 1, Como f'(x) = 6x(x — 1) temos que
f/(0)=f(1)=0e f(x) >0parax < 0exz >1, f() < Opara0 < z < 1, logo f é
estritamente crescente em | — 00, 0[ e em |1, 0o[ e estritamente decrescente no intervalo |0, 1[.
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Valor Intermediario para Derivadas

Lemma 6.2.6 Seja f: I — R derivdvel em xq € I. Logo

1. Se f'(xg) > 0, entdo existe 6 > 0 tal que f(x) > f(x¢) para todo x € I tal que xy < x <
To + 0.

2. Se f'(xg) <0, entao existe 6 > 0 tal que f(x) > f(xo) para todo x € I tal que xyg — 9 <

T < Xg.

Proof: Provemos o primeiro item deixando a prova do segundo para o leitor. Desde que

lim f(z) — f(xo)

T—T0 T — Xy

= fl(l'o) >0
entao existe 0 > 0 tal que

flz) = flao)

T — X

>0

para todo = € I tal que 0 < |x — z9| < §. Em particular, para x € I tal que g < < 29 + ¢
temos que

@) = gty = HLZIE 0,
Isto é, f(z) > f(xo) para todo x € I tal que zy < x < zg + 9. a

Theorem 6.2.7 (Darboux) Se f ¢é derivdvel em [a,b] entdo f' asume todos os valores entre

f'(a) e f'(b).

Proof: Suponhamos que f'(a) < f/(b) e seja k tal que f'(a) < k < f'(b). Consideremos a
fungao ¢ : [a,b] — R dada por g(z) = kx — f(x). Desde que g é continua ela atinge seu valor
maximo em [a,b]. Como ¢'(a) = k — f'(a) > 0 do lema anterior g nao atinge seu maximo em
a. Analogamente, como ¢'(b) = k — f'(b) < 0, g ndo atinge seu maximo em b, logo g atinge seu
valor méximo em algum ponto xy €]a, b[ e portanto ¢'(z¢) = 0, ou equivalentemente f'(zq) = k.
O

6.3 Polinomio de Taylor

Definicao: Seja f é uma fungao definida num intervalo I que contem z(. Se f é derivavel em
INIs (x) entao f' define uma funcao em I N1, (zo). Assim f’ for derivdvel em xg, sua derivada
nesse ponto é chamada de derivada de ordem 2 de f em x e denotada f”(z¢) ou f® (). Caso
exista f” num intervalo contendo zg, I N Is,(xg), e for derivavel em xy, podemos continuar a
definir derivadas de ordem maior. De forma geral podemos definir derivadas de ordem maior
da seguinte da forma indutiva: f é n vezes derivavel em g se existe f* 1 em algum intervalo
I N1, (zg) e for deriviavel em xq, e neste caso a derivada de f de ordem n em xy é denotada

por [ (zg) := (f"V) (o).
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Polinémios de Taylor: Se uma funcao f ¢ derivavel no ponto xy podemos concluir que

fwo + 1) = flxo)

- ~ f'(z0), quando h =0

isto é,
f(xo+h) = f(xo) + f'(x0)h, quando h =0,

isto significa que a fungao h — f(z¢ + h) pode ser aproximada por um polinémio de ordem 1
quando h = 0. Veremos que quando f tem derivadas de ordem maior a fungao h — f(xg + h)
podera ser aproximada por polinomios de ordem maior. Vejamos o caso particular quando f
ja é um polinomio de ordem n. Logo, en torno do ponto xy, f pode ser escrito da forma:

n

f(@) =ao+ ai(z —x0) + - + an(z — 20)" = Zai(a: — )"

Evidentemente esta funcao possui derivadas de todas as ordens e desde que

f(k)(x) = Zaﬂ'(@ — 1) (i —k+1)(x—x) ",

temos que
ar = fP(z0)/k!, 1<k <n,

Observe que ag = f(zg) = f©(x0)/0! (aqui, conveniamos que f© := f e 0! := 1), assim
a féormula anterior também vale para k = 0. Portanto f pode ser escrito da forma f(x) =
f(xo) + f(xo)(x —20) + -+ + M(x — )" Assim se x = z + h temos que

n!

(n)
Flot ) = FGao) + SO+ -+ Tt
FARIE™
n!
Quando f é uma funcao qualquer, o polinomio anterior nao necessariamente coincide com
a funcao h — f(xo + h), porem veremos que, sobe certas condigoes, ficam bem préximos. Seja
f uma funcao n vezes derivavel em x(, o polinomio de ordem menor ou igual a n, dado por

isto é a fungao h — f(zo+h) coincide com o polinéomio p(h) = f(zo)+f'(zo)h+-- -+ h".

() = £(a0) + P+ -+ L0

é chamado de Polinomio de Taylor da funcao f no ponto xy. Definamos

r(h) = f(zo + h) —ps(h),

logo ps(h) estard proximo de f(xg + h) se o resto r(h) estd préximo de zero.

Theorem 6.3.1 (Férmula de Taylor com Resto de Lagrange) Se f : [xg,z0+h] = R €
uma fun¢do com derivadas continuas até a ordem n no intervalo [xg, o + h| e existe FHD o
intervalo |zg, xo + h|, entao existe  €)xg, xo + h| tal que

), 700

Rt
n! (n+1)!

f($0 + h) = f(l‘o) —+ f’(gjo)h 4+ .. 4
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Proof: Denotemos como a = xg e b = zy+ h e consideremos a fungao ¢ : [a,b] — R dada por

() (4
f(z) —(nfl)!(b_ )"t (3.1)

onde K é uma constante tomada de tal forma que g(a) = 0. Como g(b) = 0 pelo teorema de
Rolle teremos que existe 6 €|a, b] tal que ¢'(f) = 0. Como

(n+1) (o
g =Ly By

para todo x €]a, b], tomando z = 6 temos que

£00(0)

oy =S -0y

n!

isto 6 K = f("*1(f). Agora tomando z = a em (3.1), como g(a) = 0, o teorema est4d mostrado.
O

Observacoes:

1. No teorema anterior h foi considerado positivo, porém o teorema continua valendo se h
é negativo, isto é, se f satisfaz as condi¢oes do teorema anterior no intervalo [xg — h, o],
como h > 0, podemos aplicar o teorema anterior a fun¢do = — F(z) := f(2z¢o — ) no
intervalo [xg, g + h.

2. Observe que se consideramos o resto 7(h) = f(xo+h) —ps(h); do teorema anterior temos
que

SO () _ OV 6)
 (n+ 1) Rt (n+1)!

r(h)

Se h — 0 entdo 6, — xg e se f™*1) for continua em x temos que

lim r(h)

h—0 h™ =0

Este limite continua valendo mesmo que nao exista f(™*1). Isto significa que p 7(h) sempre
¢ uma boa aproximagao de f(xo+ h) quando h ~ 0.

Vimos, no Teorema (6.2.1) que se f : I — R é uma funcao derivével em z( € int(I) e atinge
um extremo local nesse ponto, entao f’(xy) = 0 porém o reciproco nao vale. Um ponto g € T
tal que f'(xg) = 0 é chamado de ponto critico de f.

Theorem 6.3.2 Seja f :|a,b[— R uma fun¢do derivivel e xy €|a,b] um ponto critico desta
fungao. Entao

1. Se existe 6 > 0 tal que f'(x) > 0 para todo x €|xrg — 6,x0[ e f'(x) < 0 para todo
x €|xg, o + d], entao xo € um ponto de mdximo local.

2. Se existe § > 0 tal que f'(xr) < 0 para todo x €|xg — d, 20| € f'(x) > 0 para todo
x €|xg, o + d], entao xo é um ponto de minimo local.
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Proof: Provemos o primeiro item, o segundo é similar. Como f'(z) > 0 em |zg — §,zo| a
fungao é crescente nesse intervalo e como f'(x) < 0 em ]z, zo + 0 a fungado é decrescente nesse
intervalo, logo xg ¢ um ponto de maximo local. O

Se consideramos f(z) = 2% e g(x) = —2°, entao temos que zy = 0 é um ponto critico de
ambas fungoes, porém nao é um ponto de maximo nem de minimo local. Observe que f e g
tem a seguinte propriedade em torno deste ponto: para x # 0 temos que

f(z) — f(0) g(r) — g(0)

4
z—0 x—0 v <0

=22 >0,

Estas propriedades sao caracteristicas dos pontos criticos denominados de inflexdo, como defi-
nimos a seguir.

Definigao: Um ponto critico zg €|a, b[ da fun¢ao f :|a,b]— R, é dito um ponto de inflexao
horizontal se exite o > 0 tal que

ou f(x) = f(xo) >0 Vz€lrg—0,z0+ 0[\{zo0},
T — X
ou L2 g ey — 6,0 + 81\ {ao}:
T — X
Exemplo: 7y = 0 é um ponto de inflexao horizontal das fungoes f(z) = z° e g(z) = —a°.

Theorem 6.3.3 Seja f :Ja,b|— R wuma fun¢ao que possui derivadas continuas ate a ordem
n > 2 e seja xy €|a,b| tal que

f'(wo) =0, f(xo) =0,...,f" V(zg) =0 e f(x) #0.

Entdao temos os sequintes resultados

1. Sen € par e f™(x0) <0 entio vy é um ponto de mdzimo local
2. Sen € par e f(")(xo) > 0 entao xo € um ponto de minimo local

3. Se n é impar entao xy é um ponto de inflexao horizontal

Proof: Aplicando a Férmula de Taylor com Resto de Lagrange no ponto zy e em vista das
hipdteses, temos que para x €|a, b| existe 6, no intervalo de extremos xy e x tal que

(n)
£o) = flao) + 0 0y (3.2)
Item 1: Se f(™ (o) < 0, pelo fato de f™ ser continua em ]a, b[ existird § > 0 tal que ™ (z) <0
para todo x €]xg — &, z9 + 0], logo f™(6,) < 0 quando = €]|zy — 6, 29 + §[. Como n é par, de
(3.2) segue que f(x) < f(x¢) para todo z €|xg — 0, xy + [, portanto xy é um ponto onde f
atinge um minimo local. A prova do item 2 e similar ao anterior e fica como exercicio. Item 3:
Quando n ¢é impar escrevemos (3.2) da seguinte forma

r) — f(zo (n) » »
B A 53

para x # x9. Como f™(z,) # 0, suponhamos que f™(zy) > 0 (o outro caso pode ser tratado
de forma similar), entdo por continuidade de f(™ existe § > 0 tal que ou f™(z) > 0 para todo
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) = flxo)

x €|xg— 0,10+ d] e portanto f'(6,) > 0. De (3.3) podemos concluir que pr— > 0 para
todo x €|xg—0, x0+d[\{zo}, assim, xy é um ponto de inflexdo horizontal de f. O
Exemplo: Consideremos a fungao f(x) = z?(z — 1), Entao
flx) = x(x—1)>*5z—2),
logo os pontos criticos de f sao 0, 1 e 2/5. Observe que f”(z) = (x — 1)p(x) onde
p(x) = (x — 1)(bx — 2) + 22(5x — 2) + ba(z — 1).
Desde que f”(0) = —p(0) < 0 temos zo = 0 é um ponto onde f atinge um méaximo local. Como

f"(2/5) = (—=3/5)p(2/5) > 0 entado x¢ = 2/5 é um ponto onde f atinge um minimo local. Como
f"(1) = 0 nao podemos afirmar nada, logo calculando a terceira derivada de f temos que

(@) = plx)+ (@@ —1)p'(z)

dai segue que (1) = p(1) # 0, logo o = 1 é um ponto de inflexdo horizontal.

6.4 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias centradas em xg € R é uma série da forma
(o]
Zan(x —0)" i= ag + ay(x — x0) + ag(x — 20)* + -+, (4.4)
n=0

onde x é uma variavel real e (a,) é uma seqiiencia de numeros reais. Observe que para r =
xo esta série converge logo esta série é uma funcao S definida em pelo menos x = xy. Se
consideremos

Dg :={& € R : tal que a série (4.4) converge em = = £},

logo

S(x) = Zan(x —x)",

é uma funcao definida em Dg.

Exemplo: Consideremos a série geométrica

S(x) = Zx”.

Neste caso a série é centrada em zy = 0 e a, = 1, Vn € Z;. Sabemos que esta série converge
para 1/(1 — x) quando |z] < 1 e diverge para |z| > 1. Alem disso, pode-se verificar que em
x = %1 a série nao converge, logo Dg =] — 1,1[ e

1
S(x) = T Vo e] —1,1].
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[e.9]
Theorem 6.4.1 A série de poténcias S(x) = Zan(x — x0)" converge absolutamente para o0s

n=0

valores x tal que |r — xo| < R e diverge quando |v — x| > R, onde R ¢é dado por

1
= lim sup /|a,|.

n—oo

Caso este limite seja 0 atribuimos R = oo e caso o limite seja oo atribuimos R = 0.

Proof: Usando o teste da raiz a série deve convergir absolutamente nos pontos = onde

limsup v/ |a,(z —z0)"| <1 < limsup v/|a,| - |z —zo| <1

n—oo n—oo
1
&S —-lr—x9l <1
= - |o =

& | — x| < R.

Da mesma forma, segundo o teste da raiz, a série diverge nos pontos x tal que

limsup {/|a,(z —29)"| >1 < |z — 0| > R.

n—o0

Observacgoes:

1. R do teorema anterior é chamado de raio de convergéncia da série, e o teorema anterior
garante que o maior intervalo aberto onde a série converge é |xg — R, xo + R[ o qual é
chamado de intervalo de convergéncia da série. Nos extremos deste intervalo nao podemos
garantir convergéncia ou divergeéncia.

an+1| , ;
[@nta] é possivel mostrar que

lim {/|a,| = lim 1

n—00 n—00 ‘an|

2. Quando existe lim

Neste caso, temos outra alternativa para calcular o raio de convergéncia da série, a saber

1 = i |an+1|
— = 11In .
R n—00 |an|

o
: - . 2"(x — )" :
Exemplo: Encontremos o intervalo de convergéncia da série E — Como existe
n!
n=0
1
. |a/n+1| . 2n+ n'
lim = — =0,
Segue que R = oo e portanto o intervalo de convergéncia da série é | — 0o, 00].
Exemplo: Encontremos o intervalo de convergéncia da série
oo
(IE _ 5)2n
Z 3
n=0
oo
Escrevendo a série anterior da forma E Ay (x — 5)™ encontramos que ag, = 1/3" € agp1 = 0,
m=0

logo

1 1
—_ = ]_ w m| = 1 2n n| = —,
R = limsup Vlam| = Tim =/]ag,| 7

dai R = /3, portanto o intervalo de convergéncia da série é 15— V3,5 + \/5[
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Theorem 6.4.2 Consideremos as séries de poténcias

hE

S(x) =

an(x — x0)", E na,(x — x9)" .

I
o

n

Entao,
1. As séries S e L tem o mesmo intervalo de convergéncia.

2. A série S é uma funcgdo derivdvel no seu intervalo de convergéncia e S'(x) = L(z), isto
¢, podemos derivar a série termo a termo.

Proof: Sejam R e R os raios de convergéncia das séries S e L respectivamente. Como

L(z) = Z(n + Dan(z — 20)",
n=0
temos que
1 .
— = limsup V/|(n+ 1)an11]
R n—o0o
nt+1
= limsup ( "Vn+1 "+\1/|an+1|> !
n—oo
= limsup "Vn+ 1"V |an|
n—oo
= lim "V/n+1-limsup "V/]a, 1| =1-
n—oo

n—oo
entdao R = R. Vejamos agora que S é derivével e §'(z) = L(z) em |zo — R, 2o+ R[. Sem perda
de generalidade assumiremos que xg = 0, neste caso

o0

S(z) = Z a,x”, L(z)= Znanx”_l para todo x €] — R, R|.

n=0

Observe que

S(z+ h)— S(x) - (x4 h)" — 2™ —na""'h
h —L(x)—Zan { 7 :

n=1
porém, da Férmula de Taylor com resto de Lagrange, temos que
-1
(z+h)" = 2" +na"'h + %(m + 0h)" 2R,

para algum 6 €]0, 1[. Substituindo na equagao anterior e tomando valor absoluto teremos que

) L)

‘S(x—i—h)—

’hl n—2
, < Z (n —1)|ay||z + 0h|

LA
< Z (n = Dlan|(Jz] + |))""

Assim fixando § > 0 tal que |z| 4+ 6 < R temos que, para |h| < 9,

'S(x—i—h) — S(x) _L(x)’

h| -
) S = D] + 62
n=2

85



Logo tomando limite quando h — 0 temos o resultado desejado, isto é, S é derivavel e
S'(xz) = L(z) para todo |z| < R. O

Observagao: Como consequéncia do teorema anterior, temos que a série se poténcias S(z) =
o

E a,(x — x0)" é uma fungdo infinitamente derivavel no seu intervalo de convergéncia |xy —
n=0

R,xo+ R[. Como

S (@g) = n(n—1)--(n—k+ Dan(z — x9)" ",
n=k
temos que
S®)(z9) = klay, e portanto  S(x Z (x — xo)".

=0
Daqui, podemos concluir que, se S™ (x4) = 0 para todon € N, entdo S = 0 em |zg— R, 29+ R].
Exemplo: Vejamos que Z(n + 1)z 5 para todo z €] — 1,1[. De fato, primeiro

n 1
— (1—2)
observe que

in—i—l an :Z (™).
n=0 n=0

Como a funcao

o0
:E :[jn:

n=0

€l —1,1],

é derivdvel em | — 1, 1], derivando ambos membros temos que

a—ae an :;%n—kl)x"

Exemplo: Consideremos as séries de poténcias

— — _— 2n+1.
e(e): Z nl’ Z . s(@) = @n+ 11"
n=0 n=0 n=0
Pode-se verificar que o intervalo de convergéncia de cada uma destas séries é todo | — oo, o],

além disso,

n=1 m=0
/ o - (_1)n 2n—1 _ - (_1)m 2m+1
@) = D en—1" 2 emant W
n=1 m=0
isto ¢ €(x) = e(z) e () = —s(x), analogamente verifica-se que s'(x) = ¢(z). Pode-se

provar que estas séries de poteéncias coincidem com as funcoes exponencial, coseno e seno
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respectivamente, oque pode ser utilizado para redefinir ou definir estas fungoes elementares,
isto é, poderiamos ter definido:

n

& = (—1)" on . - D" o
exp(x) := ; ok cos(x) := Z ((Qnil ", sin(x) = Z ﬁx ,

e consequentemente poderfamos afirmar que estas fungdes sdo derivdveis em | — 0o, 0] e
exp’(z) = exp(z), cos'(z) = —sin(x), sin’(x) = cos(x). Usando esta defini¢io ainda pode-

mos recuperar uma série de propriedades destas funcoes como veremos nos préximos exemplos.

Exemplo: Vejamos que exp(z + y) = exp(x) exp(y) para todo z,y € R. De fato, da férmula
do binomio de Newton temos que

eXp(“w:; = :Zﬁ (;0 &ﬁi)!) :ZO (;%(ny—i)!>

porém, a tltima série é a resultante do produto das séries exp(x) e exp(y), logo exp(x +y) =
exp(z) exp(y).

Exemplo: Vejamos que lir% sin(z) = 0. De fato, como
z— T
sin(z) 1~ (=D)" 2n+1 — (=" 2n—1
x x;(QnJrl)!x +x;(2n—|—1)!$

para x # 0, com |z| < 1, temos que

= 1
SHM;(%H)!'

sin(x)

Fazendo x — 0 segue o resultado desejado.

Exemplo: Encontremos uma funcao y(z) que seja solucao do problema de valor inicial

y'—2xy —2y=0, y(0)=1, y'(0)=0.

Procuremos uma solugao da forma y(z) = Zanx”. Logo ap = y(0) = 1ea; =y'(0) =0e
n=0

também

oo o o
5 n(n — a,z" 2 — 2z E na,z" ! — 2 E apx" =0,
n=2 n=1 n=0

mudando os indices da primeira série de n — 2 para n temos que

i(n +2)(n + 1)ay 02" — 2 i na,x" — 2 i anpx" =0,
n=0 n=1 n=0

logo

2ay9 — 2ap + Z[(n +2)(n+ Dapio — 2(n+ 1)a,lz™ =0,

n=1
ortanto Qo = Qg — le
)

2a,,
n+2

Ap42 =
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assim, como a; = 0 temos que as,,+1 = 0 para todo m >0 e

1
agm:a—olz—', Vm > 0.
m!  m!
Portanto
y(x) = Zanx” = Z Agm ™ = Z i exp(z?).
n=0 m=0 m=0

6.5 Série de Taylor e Funcoes Analiticas

Definicao: Dizemos que uma fungao f : Dy C R — R ¢ analitica em xy € Dy se Dy contém
um intervalinho |z — 0, zo + d[, 6 > 0, e uma sequéncia (a,,) satisfazendo

flx) = Z an(z —x9)" paratodo x €|ry—d,z9+d.
n=0

Observagao: Note que, desta definicao, a fungao f e infinitamente derivavel no intervalo

f(”)(xo)

|xg—0,20+0[ e a, = — Portanto f é analitica em x( se e somente se coincide localmente

com sua série de Taylor centrada em x, definida por:
xS (20) n
Sy(x) = z% — ()"

Seja f uma funcao infinitamente derivavel. Suponhamos que R > 0 seja o raio de con-
vergéncia da série de Taylor centrada em xg € I associada a esta funcao, logo a série converge
em |zg— R, xo+ R[. Pode-se verificar rapidamente que f e sua série de Taylor coincidem em x,
isto é, f(xg) = Sf(zo). Neste cabe o seguinte questionamento: serd que f e sua série de Taylor
S¢ coincidem em algum intervalinho contendo z¢? em caso positivo a fungao seria analitica em
xg. Vejamos alguns exemplos que nos permitam ter uma ideia em alguns casos particulares.

Exemplo: Seja f :] — 00,1/2]— R definido por f(z) = 1/(1 — z) entdo

n!
(1 _ :La)nJrl

£ ) =

dai segue que f(™(0) = n!, dai temos que sua série de Taylor centrada em zy = 0 é

5@) =3 0 oy = 3

Sabemos que o intervalo de convergéncia desta série é | —1, 1] e converge para 1/(1 —z).Assim,
a funcao e sua série de Taylor coincidem no intervalo | — oo, 1/2[N] — 1,1[=] — 1,1/2].
Exemplo: Seja f : R — R definido por f(z) = e /%" se x # 0 e f(0) = 0, entdo percebemos
claramente que é infinitamente derivavel em qualquer x # 0. esta fungao também é derivavel
em 7zero, pois

—1/2?

. € R
3 lim ——— = 0= f(0).

Da mesma forma, pode-se mostrar que existem as derivadas de maior ordem em zero e que
f™(0) = 0 para todo n € N, o qual é consequéncia de que

1 /22
e 1/x

=0,



para todo polindmio p. Por tanto sua série de Taylor em torno de z = 0 é a fungao identicamente
nula, a qual ndo coincide com f(x) em nenhum ponto = # 0. Isto significa que esta fun¢do nao
é analitica em x = 0, embora seja infinitamente derivavel nesse ponto

Theorem 6.5.1 (Condigao necessdria e suficiente para analiticidade) Seja f uma fungao
infinitamente derivdvel me algum intervalo aberto contendo xqy. Entao f € analitica en xg, se e
somente se, eviste r > 0 tal que para M, = M, (r) = max{|f™ (2)| : 2 € [xo — 7, z0 + 7]} temos
que

Neste caso,

fl@) = 54(x) =

(x —x0)", Va €lzg—r,20 + 7]

o0

Proof: (=): Sejam r e p tal que 0 < r < p < R, como Z |ag|p® < oo temos que |a|p* < C
k=0

para todo k € Z;. Agora consideremos x tal que |z — xg| < r, assim

k‘|ak|r B |a;€|p UGN r
< = — < — — | =
*) E: ”;: _p”;;%—nﬂ p

Por outro lado, sabemos que para |y| < 1 vale

k—n

1 = n! > Klykn
=Yy = —=) =
R Ty~ 2T

logo, tomando y = r/p temos que

n+1

|
M, < &

pr (p—r)mtt

Portanto

Mn(r)r”< Cp ro\"
nl T p—r\p—r) "

Neste ponto, se redefinimos r tal que r < p/2, segue que # < 1 e portanto

<T>%O
p—?”

de onde segue o resultado de desejado.

(<): Seja x € [xg — 1,20 + 7], pela Férmula de Taylor com resto de Lagrange temos que

F(E)

(n+1)! ™

f(x) = f(zo) + f(xo)(x — 20) + -+ + ———F

(x — xg

para algum & no intervalo |zg — r, xg + r[. Logo

— " (o) T3] i1 o Mo (r)r"
—Z klo(x—%)kSWW— 0|+1§ﬁ—>0
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Dai segue o resultado desejado. O

~ .ot :
Observacao: Note que para r > 0 fixo tem-se que lim — = 0. De fato, aplicando o teste da

n—oo !
o
. r"
razao a série E — temos
n!
n=1
r"t/(n+1)! r

lim = lim =0
n—00 T”/n! n—oo 1, + 1

Logo a série converge e portanto seu termo geral se aproxima de zero. Tendo em conta esta
observacao, se (M,,) do teorema anterior for uma sequéncia limitada, teremos que

. My
lim

nooo nl

= 0.

Exemplo: A série de Taylor de f(x) = exp(z) em torno de x =0 é

Sp() =) %

n=1

note que para qualquer 7 > 0 fixo teremos que M, = {|f™(z)] : 2 € [-r, 7]} = exp(r) e

exp(r)r®
portanto lim L = 0, logo pelo teorema anterior
n—oo n!
oo xn
exp(x) = g —7 para todo z € [—r 1]
n=1

Como r é arbitrario, esta igualdade ¢é valida para todo = € R.

Estas representacgoes das fungdes como série de poténcias nosa permite obter ou recuperar
algumas propriedades da funcao, por exemplo exp(0) = 1, exp’(z) = exp(z) (mostrado no
exemplo ?7), ou ate

exp(z 4+ y) = exp(z) exp(y), paratodo z,y € R.

De fato, para y fixo consideremos a fungao f(z) = exp(z + y). Usando o teorema ? pode-se
mostrar que f e sua série de Taylor coincidem em R e como f™(0) = exp(y) para todo n € Z7,
temos que

n! n!

flo)=>" DY) (Z I—n> exp(y) = exp(z) exp(y),

como y ¢ arbitrario, segue o resultado desejado.

Exemplo: A série de taylor de f(z) = cos(x) em torno de z =0 é

= cos™ = (=)™
S0 =2 = D=y ((2;))! =

n=1 m=0

pois cos®™(0) = (—1)™ e cos®™*D(0) = 0. Desde que, para cada r > 0, M,, = sup{|f™ () :
z € [-r,r]} <1 para todo n € Z§, temos que




e portanto, do Teorema 7 segue que

00 _1)n
cos(x) = Z (=1) 2" para todo x € [—r,7].
Como r é arbitrario a igualdade acima vale para todo x € R. Analogamente, encontramos que

oS 1)
sin(z) = Z ﬁx%“ para todo x € R.

n=0
Exemplo: Mostremos que

cos(z + y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y) para todo x,y € R.
De fato, para cada y € R fixo consideramos a funcao f(x) = cos(x+y). Verificamos rapidamente

que f@(z) = (=1)"cos(xz +y) e f@H)(z) = (—1)"* ' sin(x + ), assim para cada r > 0 temos
que M, = max{|f"(x)|: x € [-r,r]} <1, para todo n € Z7, portanto

logo, pelo teorema anterior

f(z) = Z %x% + Z (=) Sin.(y>a:2"+1 para todo = € [—r,7].

n=0

A igualdade ainda é valida para todo = € R, pois r é arbitrario. Assim,

f(x) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) para todo x € R.
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6.6 Exercicios

1. Assuma que a funcao exp(x) = e” é derivavel em = = 0 e que exp’(0) = 1. Mostre que:

(a) A fungao exp é derivavel em qualquer z € R e exp’(z) = exp(x).

(b) A fungao In é derivavel em |0, 00[ e In(z) = 1/x.

a—1

(c) Para a € R, a funcdo f(z) = x* é derivavel em ]0,00[ e f'(z) = ax Dica:

x = exp(In(x))
(d) Mostre que as fungoes sinh e cosh sao derivaveis em | — oo, 00[ e que sinh’(z) =
cosh(z), cosh’(x) = sinh(x).

2. Sejap > 1. Mostre que as fungoes f(z) = |z[P~ 'z e g(x) = |z|P sdo derivdveis em | — o0, 00|
e que f'(x) = plz|P7, ¢'(z) = p|z|P%2. Se 0 < p <1 a fungao g é derivavel em zg = 07
Justifique sua resposta.

3. Sejam I, J intervalos abertos e f : I — J, g : J — R duas funcoes tal que f e gof sao
derivaveis em zy € I. Suponha que f é injetiva com inversa continua e f’(xy) # 0. Mostre
que g é derivavel em yo = f(x¢), além disso

/ o (gof)/(l‘o)
g (W) = f'(zo)

4. Seja f : R — R uma funcao derivavel em z, tal que f(zg) = 0 = f'(z). Mostre que
g(z) :==|f(x)| é derivavel em .

5. Asumamos que as fungdes trigonométricas sin(z) e cos(x) sao derivéveis e que sin'(z) =
cos(z), cos'(x) = —sin(x).

(a) Mostre que a funcao tan(x) é derivavel em | — 7/2, 7 /2] e encontre a sua derivada.

(b) Se consideramos a funcao sin(z) restrita ao intervalo | — 7/2, 7/2[, mostre que sua
fungao inversa arcsin(z) é derivavel e encontre sua derivada.

(c) Considere a fungao f(x) = x?sin(1/2?) para z # 0 e f(0) = 0. Mostre que f é
derivdvel em todo x € R, porém sua derivada f’ nao é limitada em [—1, 1].

(d) Mostre que sin®*(z) + cos*(x) = 1 para todo x € R. Dica: derive a funcio f(x) =
sin?(x) + cos?(z).

6. Seja f : R — R derivavel. Mostre que, se f for par, isto é, f(—xz) = f(x) para todo
zr € R, entao f’ é uma funcao impar, isto é, f'(—x) = — f'(z) para todo = € R.

7. Seja f : R — R derivavel e ¢ € R. Mostre que, entre duas raizes da equacao f(z) = ¢
existe uma raiz da equagao f'(z) = 0.

8. Seja f : I — R uma fungdo derivavel. Se f’ for uma funcao limitada, mostre que f é
lipschitziana. As fungoes lipschitzianas sao derivaveis? Justifique sua resposta.

9. A funcao f : I — R ¢é dita holderiana de ordem « > 0 se existe uma constante M > 0
tal que |f(z) — f(y)| < M|z — y|* para todo z,y € I. Mostre que, se o > 1 entao f ¢é
constante.

10. Seja f :]0, 00[— R uma fungao derivével tal que lim f(z) = a. Se existe lim f'(z) = f,
—00 T—00

mostre que § = 0. Dica: Aplique o teorema do valor médio no intervalo [z, x + 1].
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

[x] Seja f :]0, co[— R derivével, tal que f'(z) — o quando x — co. Mostre que

In(z)

— Q,

f(z)

quando x — oo. Use este fato para mostrar que — 0 quando x — oc.

Use o teorema do valor meio para mostrar que (x —1)/z < In(z) < —1 para todo x > 1.

Seja f continua em [a, b] e derivavel em ]a, b[. Mostre que, se existe lim f'(z) = L, entao
Tr—a

f é derivavel em a e f'(a) = L.
Sejam o < 3. Encontre os extremos locais da fungao

3
a—i_ﬂxz—i—aﬂxqtl,

x
3 2

flz) =
discriminando o tipo (méximo ou minimo local). f tem algum ponto de inflexdo? Desenhe
o grafico da funcao f.
Seja g : [0,2] — R tal que g(z) > 0 em [0,1] e g(x) < 0 em |1,2]. Mostre que nao existe
f derivavel em [0, 2] tal que f' = g.

[Regra de L’Hospital - 1] Seja xzy um ponto do intervalo I, considere f,g: I\ {zo} - R
duas funcgoes derivaveis tal que

lim f(z) =0= lim g(x).

T—T0 T—T0

Suponhamos que existem os limites finitos

lim f'(z), lim ¢'(z)#0,

T—rT0 T—T0

mostre que

lim J) lim J'@)

w0 glx) et g(z)

Dica: Considere as extensdes f,§: I — R das funcdes f e g, definindo f(xo) = 0= g(wo)
e aplique o teorema do valor médio no intervalo de extremos x e x.

[Regra de L’Hospital - 2] Suponha que f e g sdo fungdes n vezes derivdveis num intervalo
aberto contendo x( tal que

Flag) = flwg) =+ = " V(wo) =0, g(wo) =g (o) == g" V(xg) =0.

Suponhamos que existem os limites finitos

lim £ (z), lim g™ (z) #0,

T—rT0 T—rT0

mostre que

lim M = lim AG)

o gla)  wom g (@)

Calcule os seguintes limites, justificando sua resposta.

sin(x) sin(x)

, lim _ln(:v)

lim , lim lim Los(a:) .
z—=1x — 1

250 T a=0t /T T a0 a?
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19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Mostre que a fungdo f : R — R dada por f(z) = sin(z)/z para x # 0 e f(0) =1, é
derivavel no ponto zy = 0.

Considere py o polinomio de taylor de grau n da funcao f no ponto z,. Considere

h
r(h) = f(xo+h)—pys(h). Usando a regra de L'Hospital, mostre que }llirr(l) % = 0 quando
H
f(z) = €.

Sejam f, g duas fungoes n vezes derivaveis em xy mostre usando inducao que

e = 3 (1) O anlg O] onde (1) =

1=0

Seja f uma funcao derivavel em [ tal que existe a segunda derivada em zy € I. Mostre
que

(o) = ;111_% f(zo+h) — Qf}(;l?o) + f(x0 — h)

Dé um exemplo de que este limite pode existir sem necessidade que exista f” ().
Seja p > 0, considere a funcao f(z) =a? — 1 — (z — 1)? para z > 1.

(a) Mostre que f é crescente quando p > 1 e é decrescente quando 0 < p < 1.
(b) Sejam 0 < a < b. mostre que (b —a)? < b —a? quando p > 1, e (b—a)? > b — a?
quando 0 < p < 1.

Seja a € R. Determine o intervalo de convergéncia das seguintes séries

e} n [e.e]

(b) Z %ﬂ3n§ (C) Z QQ”(x + 2)"; (d) Z %(333 . 1>n; (6) Z ((i?ll)); o

n=0 n=0 n=0 n=0

Mostre que o raio de convergéncia das seguintes séries de poténcias é 1

00 0o 2 0o
Zox ] Zoz_"’ ZO — (n+1).

Seguidamente, estude a convergéncia desas séries nos pontos z = 1, —1.

Considere exp(z) definida por sua série de poténcias. Mostre que existem > 0e M >0
tal que

lexp(z) — 1 —a| < M2®, Vx| —6,6]

Usando a definicao de fungoes por série de poténcias, mostre que

(a) Tim 1 — cos(x) _
z—0 x

(b) sin(—x) = —sin(z) para todo = € R

Obtenha a série de Taylor em torno de xg = 1 do polinémio p(z) = d,z" + d,, 12" ' +
st dll’ + do.

Mostre que a fungao f(z) = In(x) coincide com sua série de Taylor em torno de zy = 1
no intervalo |0, 2[. Elas coincidem em [2, co[? Justifique sua resposta.
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30. Usando a representagao de fungoes pelas suas Séries de Taylor Mostre que

lim —ln(l +2)
z—0 €T

=1

31. Usando a representacao de funcoes pelas suas séries de Taylor Mostre que

sin(z + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z) para todo =,y € R.
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Capitulo 7

Integral de Riemann

7.1 Integrabilidade de fungoes limitadas

Uma partigao P do intervalo [a, b] é um subconjunto finito de pontos desse intervalo, ordenados
de forma crescente onde os extremos formam o primeiro e o ultimo ponto respectivamente,
isto é, P = {xp,21,...,2,}, onde a = 29 < 1 < --- < x, = b. Dada uma fungao limitada
f i [a,b] — R usaremos as seguintes notagoes para o infimo e supremo desta fungao no intervalo
la, b]:

m(f) = inf f(z), M(f)= sup f(z).

vela) sela]

Para o infimo e supremo da fungao no subintervalo [z;_1,z;] C [a,b], 1 < i < n, usaremos as
notacgoes

m;(f)= inf f(x), M(f)= sup f(x).

TE€[Ti—1,2i] TE[xi—1,%4]

Estas constantes, uma vez que a funcao é pre establecida, serao denotadas simplesmente por
m, M, m; e M,.
A soma inferior de f en relacao a particao P serd o valor

Emzzl'zl

e a soma superior de f en relacao a particao P sera o valor

ZM _:Uzl

Observe que
n n n
mZ(ﬂh —x1) < Zmz(ﬂﬁz —x1) < ZMz( — ) < MZ — T 1)
i1 =1 i=1

Ccomo g — ;1) = b — a segue dai que

m(b—a) < s(f,P) <5(f,P) < M(b—a) (L1)

para qualquer particdo P do intervalo [a, b].

Definigao: Sejam P e @) duas parti¢oes do intervalo [a, b]. dizemos que ) é um refinamento
de Pse P C Q.
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Theorem 7.1.1 Seja @ um refinamento de partigio P do intervalo [a,b], entdo
s(f.P)<s(f,Q) e 5(f.P)=5(f,Q)

Proof: Sem perda de generalidade, suponhamos que () tem somente um ponto a mais que
P, o caso geral é obtido aplicando este procedimento um numero finito de vezes. Assim, se
P ={xg,...,z,} temos que Q = {zo,...,z;-1,&, 2j,..., T, }. Se denotamos com

mj;i1 = Ssup f(x)v m;o = Sup f(x)v
[zj-1,¢] [€,z5]

temos que m; < mj1 e mj < mjo, logo
mj(z; — xj—1) = my(€ — xj-1) +my(z; — &) < mya(€ — zj1) + mya(z; — &),

e portanto s(f, P) < s(f, Q). O mesmo raciocinio pode ser usado com somas superiores, por-
tanto o teorema esta provado. a

Theorem 7.1.2 Sejam P e Q duas particoes do intervalo [a,b], entao
s(f, P) <3(f,Q)
Proof: Claramente PU() é uma refinamento de P e (), logo, pelo teorema anterior temos que

s(f,P)<s(f,PUQ) <5(f,PUQ) <5(f,Q).

Do teorema anterior podemos concluir que qualquer soma superior é uma cota superior do
conjunto de somas inferiores e qualquer soma inferior ¢ uma cota inferior do conjunto de somas
superiores. consideremos P o conjunto de todas as partigdes do intervalo [a, b], definimos

/ f(z) dx :=sup{s(f, P) : P € P}, / f(z) dov :=inf{3(f,P): P € P}

as quais sao camadas serd chamadas, respectivamente, de integral inferior e superior da fungao
f no intervalo [a, b]. Do teorema anterior podemos concluir que

/a fla) da < / fa) da

Definicao: Dizemos que uma funcao f : [a,b] — R é Riemann-Integrével (no intervalo [a, b])

se for limitada e
b b
/f(m) da::/f(x) dx.

Neste caso, o valor

/a ) dr = / (e da = / (e dr,
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é chamado de integral de Riemann da fun¢do f no intervalo |a,b].

Adotaremos as seguinte notacao:
R(a,b) :=={f :[a,b] = R : f é Riemann integravel}.

Exemplo: A funcao constante f(r) = k é integravel no intervalo [a,b], pois para qualquer
particdo P = {xy, -, x,} deste intervalo, temos que

Zk —2;1) = k(b —a) =3(f, P)

b b
portanto / f(z)de =k(b—a) = / f(z) dz, logo esta funcao é integravel no intervalo [a,b] e

/f k(b — a).

Exemplo: Nem toda funcao limitada ¢ integravel. Para ilustrar esta afirmacao consideremos
a <beafungao f : [a,b] — R dado por f(z) =1sexz € QNJa,bl e f(x) =0sex € [a,b] \ Q.
logo o infimo de f em qualquer subintervalo de [a,b] é 0 e o supremo ¢ 1, logo s(f, P) = 0,
5(f, P) = b — a para qualquer particao P de [a, b], logo

/abf(x)dx:() e /;bf(x)dx:b—a

portanto esta funcao nao ¢ integravel.

Theorem 7.1.3 Seja f : [a,b] — R uma funcao limitada. Entao, f € integrdvel se e somente
se, para cada € > 0 existe uma particio P = P(e) do intervalo [a,b] tal que

§<f7P)—§(f7P)<€

b
Proof: (=): Seja e > 0. Por / f(z) dz ser o infimo das somas superiores temos que existe
a

particao P de [a, b] tal que

5(f, P) </f(:c) do+ 5

b
Analogamente, por / f(z) dz ser o supremo das somas inferiores temos que existe parti¢ao @
a

de [a, b] tal que
b €
[ f@)de = § <550

Sendo que P U () é um refinamento de P e () temos que

S(,PUQ) < ‘/f )i+ ¢ /f de— 5 < s(f, PUQ)
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e portanto

b b
§<f,Pu@>—§<f,Pu@></f<a:>dx—/f<x> dz + .

b b
Como a funcao ¢é integravel temos que / f(x) de = / f(x) dx, dai segue que

(<): Seja € > 0 arbitrario. Mostraremos que

/;bf(:c) dx—/abf(x) dr <.

De fato, como existe uma parti¢do P do intervalo [a, b] tal que
§(f’P> _§(f7P) <€,

temos que

/ f(x) dx — / f(x) dr < 5(f.P) — s(f.P) < ¢

Observacgoes:

1. O teorema anterior é util para determinar quando uma funcao é integravel, porém nao
determina o valor da integral.

2. Se introduzimos a oscilagao de f no intervalo [z;_1,x;] dada por

wi(f) = Mi(f) —mi(f),

o qual serd denotada simplesmente por w;, temos que 3(f, P) — s(f, P) sz

x;_1), assim podemos reformular a conclusao do teorema anterior, colocando-a da seguinte
forma: f é integravel em [a, b] se, para € > 0 dado é possivel encontrar uma particao P
do intervalo |[a, b] tal que

sz T —wi1) < €.

Exemplo: A funcao f : [a,b] — R dada por f(x) = x é integravel. De fato, fixamos € > 0.
Para uma partigao qualquer P = {xy, ..., z,} do intervalo [a, b] temos que w; = z; —x;_1, assim
escolhemos P de tal forma que z; — x;_1 < €/(b— a), assim w; < €/(b — a), logo

n

sz Ti — Tj— 1 bjaZ(l'i—QTi_l):E.

=1
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Theorem 7.1.4 Toda fungao f : [a,b] — R mondtona € integrdvel

Proof: Para fixar idéias suponhamos que f é nao decrescente, logo f(z) < f(y) para z < y.
Observe que f(a) = f(b) entao a fungao é constante e portanto integravel portanto vejamos o
caso em que f(a) < f(b). Seja € > 0, consideremos uma partigao P = {zg,z1,...,2,} tal que
x; —xi—1 < €/(f(b) — f(a)), entdo

n

sz T 33171 = Z[f(%) - f(xzfl)sz - -rifl)

=1

como Z[f(xl) — f(zi—1] = f(b) — f(a) segue que sz(% —xiq) <€ a

=1

Theorem 7.1.5 Toda fungao f : [a,b] — R continua € integravel

Proof: Seja e > 0. Pelo fato de f ser continua e [a, b] ser um intervalo fechado e limitado, f é
uniformemente continua, isto é, existe § > 0 tal que se |z —y| < d entao | f(z)— f(y)| < €/(b—a).
Consideremos uma partigao P = {xg, 1, ..., 2, } tal que z; —z,_1 < d. Observe que M; = f(5;)
e m; = f(«;) para algum o, B; € [x;_1, x;]. Portanto w; = M; —m; = f(5;) — f(au) < €/(b—a).
Logo

€ n
E wi(z; —xim1) < b aE Ty —Tj—1 =€
i=1

Theorem 7.1.6 Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes limitadas e ¢ uma constante real. Logo,
se f e g sao integrdveis, entao

b b
1. f+gemtegmvele/[f+g]( ) dx = f da:+/ g(x) dx,

b
2. cf € integrdvel e/ x—c/ f(x

3. f g € integrdvel.

Proof: Seja P = {xg,z1,...,x,} una particdo do intervalo [a, b].

Item 1. Desde que

mi(f) +mi(g) <mi(f +9)

tem-se que
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Da primeira desigualdade concluimos que

s(f.P) + (g, P) < / [+ g)(z) da

qualquer que seja a particao P do intervalo [a,b]. Sejam @) e R duas parti¢oes de [a, b] entao

b
s(f,Q) +5(9.R) < s(f.QUR) + 5(9, QUR) < / f +gl() de

Fixando uma particao R qualquer, temos que

s(1,Q) < / [+ g)(x) dv — s(g, R)

para toda parti¢ao ) do intervalo [a, b, portanto
b b
[ rwde< 15+ do = sto. )

Desta relagao segue que

5(9, R) S/ab[f+g](9€) dfﬂ—/abf(x) dx

para toda particao R do intervalo [a,b]. Assim

/abg@s) dasg/ab[fm(x) d:v—/abf(fv) da

ou equivalentemente

/abf(x) dx—l—/abg(x) da;g/ab[f+g}<x) de.

Analogamente prova-se que

[viw s [ i [ o a

Destas duas ultimas desigualdades concluimos que

[ o a= [+ o ar

isto é, f + g é integravel e
b b b
[t +da de= [ s dos [ gle) do.
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Item 2. Consideremos o caso ¢ > 0 logo m;(cf) = cm;(f) de onde segue que s(cf, P) = cs(f, P)
de onde concluimos que

/ab[cf](x) iz = c/abf(x) da.

Analogamente, conclui-se que

/; ey = [0

de onde segue nossa conclusao. Agora, para ¢ < 0 temos que m;(cf) = cM;(f) e M;(cf) =
cm;(f). portanto

s(ef,P)=cs(f,P) e 5(cf,P)=cs(f,P)
Da primeira desigualdade temos que

b b
[ ar=atrp) = [ e de <)

para tod a particao P de [a, b, de onde segue que

l/ab[cf](x)dxg/abm)dx N /ab[cf](x)deC/abf(x)dx.

c

Analogamente, usando a segunda igualdade em ? temos que

/ab[cf](:c) dr < c/abf(:r) dx.
Portanto
[ @< [Tenw ws [enwa<e [ s,

Assim cf é integravel e

b b
/ lef](x) doe = c/ f(x) dx.
a a
Item 3. Consideremos primeiro, o caso em que f e g sao fungoes positivas, entao

mi(f)mi(g) < mi(fg) < Mi(fg) < Mi(f)Mi(g)

portanto

wi(fg) = M;(fg) —mi(fg) < Mi(f)M;(g) — mi(f)mi(g)

introducindo o termo £+m;(f)M;(g) e agrupando temos que
wi(fg) < [Mi(f) —mi(f)IMi(g) + mi(f)[Mi(g) — mi(g)]
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logo, considerando que M (f) e M(g) denotam os supremo de f e g em todo o intercalo [a, 0]
temos que

wi(fg) < M(g)wi(f) + M(f)wi(g)- (1.2)

Como f e g sao integraveis, para € > 0 encontramos uma partigao P = {xy, ..., z,} do intervalo
[a,b], ou um refinamento da mesma, tal que simultaneamente se tenha

Assim da desigualdades e (1.2) temos que

Zwl(fg)(xl — i) <€

Logo fg é integravel. Provemos agora o caso geral, isto é f e ¢ funcoes limitadas integraveis
quaisquer. Pelo fato dessas funcoes serem limitadas inferiormente, existe uma constante ¢ tal
que f(x) > ce g(x) > ¢ para todo = € [a,b], logo f —c e g— ¢ sao fungdes positivas e integraveis
e como

fo=(—clg—c)+c(f+9) -,

dos itens anteriores temos que fg ¢é integravel. O

Exemplo: se f e g sdo integraveis entdao f2 e f — g e sao integraveis e

[-dw = [ swa [ g

fH(z) :=max{f(x),0}, f (z):=max{—f(x),0}

Consideremos

Observe que
fla)=f"(@) = f(2), [f(@)]=f"()+f (2)

Theorem 7.1.7 Seja f : [a,b] — R uma fungdo limitada. Se f € integrdvel entio f*, f~ e
|f| s@o integrdveis no intervalo |a, b

Proof: Seja P = {xg,z1,...,2,} uma partigdo do intervalo [a,b], mostremos que w;(f*) <
wi(f) paracadai=1,...,n.
Caso 1: suponhamos que existe x € [x;_1, x;] tal que f(x) > 0, entao M;(f) = M;(f*) (Prove!),
como m;(f) < m;(f*), temos que

wi(f7) = Mi(f7) = mi(f7) < Mi(f) = mi(f) = wi(f)-
Caso 2: suponhamos que f(z) < 0 para todo = € [z;_1, z;], neste caso f+ = 0 nesse intervalo,
portanto M;(f*) = m;(f*) = 0, logo fica evidente que w;(fT) < w;(f).

A integrabilidade de f~ e |f| decorrem das relagoes

== =+

Exemplo: A integrabilidade de | f| nao garante integrabilidade de f. De fato, seja f : [0,1] — R
dado por f(x) =1sex € QN[0,1] e f(z) = —1sez € [0,1]\Q, entdo |f| = 1 a qual é integravel,
porém f nao ¢ integravel.
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Theorem 7.1.8 Sejam f, g : [a,b] — R duas fungoes integraveis, logo

b
1. Se f(x) > 0 para todo = € [a,b], entao / f(z) dz > 0.

b b
2. Se f(x) < g(x) para todo x € |a,b], entdo/ flz) dx < / g(x) dx.

Proof: Asumindo a hipdtese do primero item, seja P = {x¢, x1, ..., %, } uma parti¢ao de [a, b]
logo m; > 0, portanto s(f, P) > 0. Como f é integravel a sua integral é o supremo das somas
inferiores assim temos que

/abf(x) dz > 0.

O segundo item é consequéncia de primeiro, para isto basta considerar a funcao h = g — f. Da
b

hipotese tem-se que h(z) > 0 logo / h(z) dx > 0. isto é

a

/ab[g—f](x) d:c:/abg(x) da:—/abf(x) dz > 0.

Corollary 7.1.9 Aeja f : [a,b] — R integrdvel, entdo

/a ’ Ha) de

Proof: Segue do teorema anterior e da desigualdade —|f(z)| < f(z) < |f(x)| para todo
x € [a,b]. O

< [

7.2 Integracao em subintervalos

Theorem 7.2.1 Seja f : [a,b] — R uma funcao integrdavel e [, B] um subintervalo de [a,b]
entao f € integravel em [« ).

Proof: Seja e > 0, pelo fato de f ser integravel em [a, b] existe uma particdo P de [a,b] tal
que

§(f,P)—§(f,P)<E.

Consideremos Q = PU{«, £}, logo @ é um refinamento de P logo 5(f, Q) < 3(f, P) e s(f,P) <
s(f,Q) portanto s(f, Q) — s(f,Q) < 5(f, P) — s(f, P), logo

5(f,Q) —s(f.Q) <e

ordenando de forma crescente os pontos de Q) = {zg,x1,...,x,} a desigualdade anterior pode
ser escrita como

n
Zwi(mi — ZL‘i_l) < €.
1=0
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como «, f € @ temos que a = x;, € f = x;, com 0 < 4y < iy < n,assim R = {x;,, T, 11,...,Ti,}
¢ uma particao de [, f] e

n
sz'(xi — ) < sz(% — 1) <€
=0

=11

portanto f é integravel em [a, f]. O

Theorem 7.2.2 Seja f : [a,b] — R limitada e ¢ €]a,b]. Se f € integrdvel em [a,c] e [c,D]
entdo f € integravel em [a,b] e

/abf(x) d:z::/acf(x) d:z:—l—/cbf(x)dx

Proof: Sejam P, e P, partigoes de [a, c] e [c, b] respectivamente, entdao P = P, U P, é uma
partigao de [a, b] alem disso

§(f7P1>+§<f7P2):§<f7P>

portanto
b
SUP) (P S [ (o) da
Fixando P, temos que
b
S P) < [ f@) do = s(£ P

para toda particao Py de [a, c], portanto

[ rwans | Fla) do - s(f, Py

daqui segue que
b c
s(f, Py) S/f(x) d:):—/ f(x) dx

para toda particao P de [c, b], portanto

[ rwars [ [ s w

isto é
/acf(x) dx+/cbf(:c) dxg/abf(gg) A
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Analogamente, trabalhando com as somas superiores em lugar das somas inferiores temos que

/a ) d < / fe) do+ / () da

dai segue que /abf(x) d$:/;bf(x) dx e
/abf(x)dx:/acf(x)dx+/cbf($)dx

Exemplo: A fungao f : [-1,1] — R dado por f(z) = cos(z) se x € [—1,0], e f(z) = 3 se
z €]0, 1], é integravel pois as restrigoes desta funcao aos intervalos [—1, 0], [0, 1] sao integréveis.

Vejamos que f’[o 1 é integravel. De fato, seja P = {xg,x1,...,2,} uma parti¢ao de [0, 1],
logo

sz’(f)(% —xi1) = 31,
i=1
Assim, para € > 0 dado escolhemos P tal que 3x; < €, logo temos que
sz(f)(xl — i) <€
i=1

Portanto f‘[o 1 é integravel em [0, 1].

Definicao: Dizemos que um subconjunto A C R tem medida nula se dado € > 0 é possivel
encontrar uma colegdo enumerdvel de intervalos abertos (I, ),en tal que

o o
Ac L e D |Ll<e
n=1 n=1
onde |I,,| é o comprimento do intervalo I,,.
Exemplo: Um conjunto enumeréavel A = {z1,xs,...,2,,...} tem medida nula, pois para e > 0

dado, escolhemos os intervalos

€
In:}l‘n—w,l‘n—i‘w s n:1,2,...
Claramente A C U[" e
n=1
Z|In|222n+1 :§<E
n=1 n=1

Theorem 7.2.3 Seja f : [a,b] — R uma fungdao limitada. Entao f € integrdvel se e somente
se o conjunto de discontinuidades de f tem medida nula
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Proof: («): Seja D o conjunto de dlscontlnuldades de f Seja € > 0 como D tem medida nula

existem intervalos abertos (I,,) tal que D C U I, e Z |I,| < €/2w onde w = M — m. Para

n=1 n=1
cada z € C = [a,b] \ D (ponto de continuidade), escolhemos um intervalo aberto .J, contendo

x tal que M(f,J.) —m(f, J.) < €/2(b—a). logo

e [Un|uju#]

Por [a, b] ser compacto, podemos extrair uma subcovertura finita I,,,,..., I, e Jy ..., Jy, tal
que

clgofi]

Consideremos P, uma particao de [a, b] formada por a,b ¢ os extremos dos intervalos I,,, e J,,
que pertencem a [a, b] ordenados de forma crescente. Denotemos com [t,_1,t,] 0s intervalos de
P que estao contidos em algum I,,, e com [tz_1,15] os restantes. Observe que Jtg_y,t5[NI,, =0
para todo k = 1,...7, pois caso contrario um dos extremos de I, estaria estritamente entre
ts_1 e tg o que contradiz a ordem em que foram considerados os pontos de P. Portanto, um
intervalo da forma [t5_1,t5] esta contido em algum J,.

§(f7 P) - §(fa P) = Zwa(tcx - ta—l) + Zwﬂ(tﬂ - tﬁ—l)
< W3 (ta—tay) + ﬁ S (s — tys)

w—+(l)—_CL>(b—a)<e

IA

Logo f é integravel.

(<): Veja apéndice (Tem que fazer!) O

Exemplo: Seja D = {0} U{1/n:n € N}, a fungao f :[0,1] — R dada por

cos(csc(m/z)) se = & D
f(x):{Q se x€D.

¢ integravel, pois o conjunto de suas discontinuidades D tem medida nula.
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7.3 Relacoes entre Derivacao e Integracao

Theorem 7.3.1 (Teorema Fundamental do Célculo (versao 1)) Seja f : [a,b] = R uma
funcgao integrdavel. Consideremos a fungao

Flz) = / ") dt

entao

1. F € lipchitziana em [a,b] e portanto continua.

2. Se f for continua em xy € [a,b] entdo F € derivdvel nesse ponto e F'(xqg) = f(zo).

Proof: item 1: Sejam, x; < z2 dois pontos no intervalo [a,b] e M > 0 tal que |f(z)] < M
para todo x € [a, b, entao

|F(2) = F(21)| =

/:Qf(t) dt' < / |f()] dt < M(zy — 1)

item 2: Seja € > 0, pelo fato de f ser continua em x, existe § > 0 tal que, se t € I5(xg) =
|xg — 0,20 + O] entdo |f(t) — f(zo)| < €/2, portanto

€
sup 1(6) = fla) < S <
tels(zo)

Agora, se considerarmos x € I5(xg) \ {zo} teremos que

FOZF0) | = 2| [ (00— s a
= tES}H(P | |f(t) = f(zo)| <€
portanto
mlggo F<x3); : 50(1:0) = f(zo)

Defini¢ao: Dizemos que F': I — R é uma primitiva (ou antiderivada) de f : I — R se

F'(z) = f(z) paratodo z€l.

Observagao: Do teorema anterior temso que se f : [a,b] — R for continua, uma primitiva
desta funcao é

F(z) = / ") .

Theorem 7.3.2 Se I' e G sdo duas primitivas da funcao f no intervalo I, entdo existe uma
constante C' € R tal que

G(z) = F(z)+C para todo z € 1.
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Proof: Considere a funcao H = G — F, entdao H'(x) = G'(z) — F'(x) = f'(x) — f'(x) = 0 para
todo x € I. Como [ é um intervalo, segue que H(x) = C, C' = constante, para todo x € I.
Dai segue o resultado desejado. a

Observacao: Do teorema Anterior podemos concluir que todas as primitivas de uma funcao
continua f : [a,b] — R sdo da forma

_ / £(t) dt +C. (3.3)
Notagao: se a < b denotaremos

/baf(t) dt = —/abf(t) dt.

Note que segundo esta notacao teremos que f f(t)dt =0.
Exemplo: Seja f :]0,00[— R dada por f(x) =

(versao 1) a fungao
1
Flz) = / La,
Lt

é uma antiderivada de f, por outro lado, sabemos que uma outra antiderivada é In(x), log do
teorema anterir temos que

1/z. Do teorema fundamental do calculo

1
In(z) = / n dt + C Vx €]0, 0.
1
Em particular, In(1) = C, como In(1) = 0 segue que C' = 0, isto é
1
In(x) :/ n dt Vzx €]0, 0.
1
Esta ultima, muitas vezes é usada para definir a fungao logaritmo.

Theorem 7.3.3 (Teorema Fundamental do Célculo (versao 2)) Seja f : [a,b] — R in-
tegravel que possui uma primitiva F : [a,b] — R entao

| #a)do= o) - Pl

Proof: Se f for continua, este resultado segue imediatamente do fato que sua primitiva F
serfa da forma (3.3). Vejamos o caso geral, isto é, assumindo somente que f é integravel. Seja
P ={xg,21,...,2,} uma parti¢do do intertvalo [a, b] e consideremos F' uma primitiva de f em
[a,b], logo F'(z) = f(z), para todo = € [a,b]. Aplicando o Teorema do valor médio temos que

ZF F(x;_1) Zf — Zi1),

para alguns t; €]z;_1, x;[, porem

s(f,P) <> flt) (i — 1) <5(f, P),

i=1
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e portanto
s(f, P) < F(b) = F(a) <5(f, P),

para qualquer particdo P de [a,b]. Desde que f é integrével segue que

F(b) — Fa) = / £(t) dt.

Observagao: do teorema anterior, podemos concluir que se f é integravel pudendo nao ser
continua, caso tenha uma antiderivada entao esta devera ser da forma (3.3), pois

/xf(t) gt = F(z) - Fa) = F(z)= /xf(t) dt + F(a).

Theorem 7.3.4 (Substituicao de Variaveis) Seja f : [a,b] — R continua e ¢ : [c,d] —
la,b] uma fungdo de classe C' tal que ¢(c) = a e ¢(d) =b. Entao

b d
/ﬂ@mz/ﬂwwmﬁ

xT

Proof: Denotemos com F(x) = / f(z) dzx. Consideremos a funcao g(t) = F(¢(t)). Segue, do

a

Teorema Fundamental do Calculo (versao 1), que ¢'(t) = F'(¢(t))¢'(t) = f(o(t))@'(t). Assim,
do Teorema Fundamental do Célculo (versao 2) segue que

/ f(o(t)¢'(t) dt = g(d) — g(c) = F(b) — F(a) = / f(z) da.

Observagao: No teorema anterior anterior se fez a substituicdo x = ¢(t) e portando dxr =
¢ (t)dt.

Exemplo: Seja u : [a,b] — R uma funcao positiva de classe C, calculemos o valor da integral

b,
u'(x
/ (z) dx.
o u(z)
Assumamos que u ¢ invertivel (estritamente crescente por exemplo) e cuja funcao inversa u™! :

[u(a), u(b)] — [a, b] é continua, logo u™' é de classe C'*. Consideramos a substituiao de varidveis
x = u~*(t) logo aplicando o teorema anterior temos que

b () B u(b) W (u=(t)) Ny B U(b)l i il
/a u(x) dx_/u(a) w(u=1(0)) (w™)'(1) dt_/u(a) tdt—l (u(b)) — In(u(a)).

Note que nao ha necesidade de impor a invertibilidade de u ou até mesmo a continuidade da
funcao inversa, pois usando o teorema fundamental do calculo temos que:

bu'm b
/ <>dz:/ﬂmwdew=mw@»—m@@ﬂ

u(x)
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Theorem 7.3.5 (Integracao por Partes) Sejam f,g : [a,b] — R fun¢oes com derivada
f', g (limitadas) integrdveis, entao
/ e

/f ) do =

Proof: O resultado segue imediatamente de

(f9) =fg+fd

integrando e usando o Teorema Fundamental do célculo obtemos o resultado desejado. ]

Theorem 7.3.6 (Férmula de taylor com Resto Integral) Seja f : [a,b] — R uma funcao
continua e com deriwadas continuas ate a ordem n+1 (n > 0). Entdo, para x,zq € [a,b], temos

n ) (2 .
Fay =S L) kg R ()

onde

Proof: Provemos usando indugao. Para n = 0 o resultado é justamente o Teorema fundamen-
tal do Célculo, por tanto se verifica. Supondo entao vélido para n, mostermos que sera valido
para n + 1. Por hipétese indutiva temos que

Tl (k) 1 z
r@) = > I s 2 [ -t
i (n—1)/,
Integrando por partes temos que
(n) (¢ t=z 1 [*
/ f _ n L - f ( >(Jc—t)" _'__/ f(n+1)(t>(x t)n dt
n t=x¢ n

substituindo concluimos que

" ofk) z
fa) =S e L e - o ar
k=0 ’ T /%o

Theorem 7.3.7 (Teorema do Valor Médio para Integrais) Seja f : [a,b] — R uma fung¢ao
continua. Entdo, existe 0 €|a,b| tal que

/ f(x) dz = £(B)(b - a).
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Proof: Consideremos a fungao F(z) = / f(t) dt. Por ser f continua, temos que F é de-

rivavel e F' = f. Pelo teorema de valor médio existe 6 €]a, b[ tal que F(b) — F(a) = f(0)(b—a).
Dai segue o resultado. a

Theorem 7.3.8 (Teorema do Valor Médio para Integrais com Peso) Seja f : [a,b] —
R uma fungdo continua e p : [a,b] — R uma fun¢do nao negativa e integrdavel. Entdao, existe
6 € [a,b] tal que

[ ) ae= 1) [ vy ae

b
Proof: Denotemos com m = [mbf] feM=supfeP= / p(z) dx, entao
a, [a,b] a

mp(z) < f(x)p(x) < Mp(x), paratodo x € [a,b].

Integrando, temos que
b
mP < / flz)p(x) de < MP.

Como f é continua, a funcdo x — f(z)P é continua tendo como valor minimo e méximo
respectivamente, as quantidades mP e M P, logo pelo Teorema do Valor intermediario temos
que existe 0 € [a, b] tal que

/ f(@)p(z) dz = f(O)P.

Observacao: o teorema anterior continua vélido se considerarmos p nao positiva ao invés de
nao negativa, para isso basta considerar —p em lugar de p.

Theorem 7.3.9 (Bonnet) Sejam f, g : [a,b] = R, sendo que f é mondtona com f(a) =0 e
g continua. Entao existe 0 € [a,b] tal que

b b
| 1@t de = 10) [ gta) do.
Proof:

O

b
[No caso de f ter derivada integrével] Definimos G(z) = — / g(t) dt, logo G’ = g. Integrando

por partes e usando o teorema anterior temos que

b b b
[ @ it = s@6@] - [ F@ot) d

b
= —G(G)/ f'(x) dx
_— / o(z) dz,

para algum 6 € [a, b].
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Corollary 7.3.10 Sejam f,g : [a,b] — R, sendo que f é mondtona e g continua. Entao existe
6 € [a,b] tal que

bf ()g(z) dz = f(a) 9 g(z) dz + f(b) b g(z) da.
/ / /

Proof: Consideremos h(z) = f(z) — f(a) entdo h e g satisfazem as condigoes do teorema
anterior, logo existe 0 € [a, b] tal que

[ 1wty e =10) [ oto) i,

logo

/abf(a:)g(x) dz — f(a) /abg(:c) dz = f(b) /ebg(x) dz — f(a) /ebg(;[;) da,

de onde segue o resultado. O
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7.4 Exercicios

1. Seja a # B, mostre que a funcao f : [a,b] — R dado por f(a) = a e f(x) = [ para
x €]a, b] é integravel e calcule sua integral.

2. Mostre que as fungoes f : [1,2] = Re g:[0,1] — R dadas por

oz ose z€[1,2]NQ, oz ose z€]0,1]NQ,
f(x)_{() se ze[l,2]\Q. ’ 9<x>_{0 se z€[0,1]\Q. ~

nao sao integraveis.
3. Sejam f,g : [a,b] — R duas fungoes limitadas. Considerando as notagoes M (h) =

sup h(x) e m(h) = inf h(z), mostre que
z€|a,b] z€a,b]

(a) M(f+g) <M(f)+ M(g)

(b) m(f) +m(g) <m(f+g)

(c) M(cf) = eM(f) e m(cf) = cm(f), para ¢ > 0.

(d) M(cf)=cm(f )em(cf)—cM( ), para ¢ < 0.

(e) M(fg) < M(f)M(g) e m(fg) > m(f)m(g), quando f, g sdo fungdes nao negativas.
(6) M) —m(H) = swp |f(@)— f()]

z,y€la,b]

4. Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada. Mostre que f e integravel, se e somente se,
existe uma sequencia crescente de parti¢oes (P,) do intervalo [a, b], isto é P,,1 D P, para
todo n € N, tal que

lim s(f, P,) = lim 5(f. P,).

n—oo

Neste caso mostre que

/bf(az) ds = 1i_>rn s(f, P,) = lim 5(f, P,).

n—0o0

b
5. Seja f : [a,b] — R uma fungao continua. Se f(x) > 0 para todo x € [a,b] e / f(z) dx =

0, mostre que f(x) = 0 para todo = € [a,b]. Dé um exemplo de que este resultado ndo
vale se removemos a continuidade da fungao.
b b
6. Sejam f,g : [a,b] — R fungdes continuas tal que / f(z) dx = / g(x) dx. Mostre que
existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = g(c). ’ ’

7. Uma fungao h : [a,b] — R é dita funcdo escada, se o intervalo [a,b] pode ser decom-
posto em um nuimero finito de subintervalos tal que h é constante en cada um desses
subintervalos.

(a) Mostre que fungoes escadas em [a, b] sdo integraveis e calcule sua integral.

(b) Seja f : [a,b] — R uma fungao limitada e P uma partigao do intervalo [a, b] mostre
existe uma funcao escada h tal que

(. P) = / h(e) de.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Seja f : [a,b] — R uma funcdo limitada. Mostre que, se alguma soma inferior de f
coincide com uma soma superior, entao f é constante.

Sejam A, B C R conjunto de medida nula, mostre que A U B tem medida nula.

Sejam A,, C R conjuntos de medida nula para todo n € N, mostre que o conjunto U A,
n=1

tem medida nula.

Diz-se que um conjunto A tem contetido nulo se, para cada € > 0 é possivel encontrar um
numero finito de intervalos abertos Iy, I, ..., Iy tal que

N N
ACUL- e Z\[i]<e.
i=1 i=1

(a) Mostre que todo conjunto de conteido nulo tem medida nula.
(b) Mostre que o conjunto {1/n : n € N} tem conteido nulo.

(¢) Todo conjunto de medida nula, tem conteiido nulo? Justifique sua resposta.

Seja r €]0, 1], considere a fungao f : [0,1] — R dada por f(0) = 0 e para cada n € N,
f(x) = r"n(n + 1) quando x €]1/(n + 1),1/n]. Mostre que esta funcio ¢ integravel e

que
! 1
/0 f(x) dx = T

Sejam f : [a,b] — R continua e «, 5 : [ — [a,b] derivaveis. Defina ¢ : I — R dada por

(a) Prove que ¢ ¢é derivavel e que ¢'(z) = f(5(z))5 (x).
B(x)
(b) Seja i : I — R dada por ¢(x) = f(t) dt, calcule ',
o)
(c) Use estes resultados para calcular F'(z), onde F' : [0,1] — R ¢é dado por

2

F(x) :/OI (1+t)"tdt,  F(x) :/ V1+ 2 dt

Seja f : [-L, L] — R uma fungao limitada e integravel, dizemos que f é par se f(—z) =
f(z) para todo x € [—L, L] e dizemos que f é impar se f(—z) = —f(x) para todo
x € [—-L, L.

L L
(a) Mostre que, se f é par, entao / f(z)de = 2/ f(z) dz.
-L 0
L
(b) Mostre que, se f é impar, entao / f(x) de = 0.
-L

Seja f : R — R uma fun¢ao continua e periédica de periodo p > 0, isto é, f(z+p) = f(x)
para todo x € R. Mostre que para todo a,b € R tal que b — a = p tem-se que

/abf@;) iz — /Opf(x) da.
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

Seja f : [0,1] — R uma fungao continua tal que /»’v f(t) dt = /1 f(t) dt para todo
z € [0,1]. Mostre que f(z) = 0 para todo x € [0, 1]. ’ :
Seja f : [a,b] — R uma fungao derivével tal que f’ é integravel e m = (a + b)/2.

(a) A fungao F(x) = (x —m)f(x) é derivdvel?

(b) Prove que

2

fla)+ () = -—

/ (@) + (& — m)f(z)] d.

Substituindo p nao negativo por p positivo no teorema 7.3.8, mostre que é possivel en-
contrar o ponto ¢ no intervalo Ja, b|.

Sejam f,p : [a,b] — R funcoes tais que f é continua, p integravel e p(x) > 0 para todo

x € [a,b]. Prove que, se
/ flx)p(z) de = f(a)/ p(z) dx,

entdo existe ¢ €la, b tal que f(a) = f(c). Mostre tambem que o resultado vale se trocamos
f(a) por f(b) na hipdtese e na conclusao.

Considere a funcao dada por f(z) = —x para |z| < 1e f(x) = x para |z| > 1.
) A fungao F(z) = |#* — 1|/2 é uma antiderivada de f?

/ f(z) dz e F(3) — F(—2) coincidem?

Usando a definigao integral de In(z), dé uma nova prova de que In(ab) = In(a) + In(b)
para a,b > 0, do seguinte modo: escreva

ab a ab
1
/—dt /lm/ La,
1 1 13 a

e agora use uma mudanca de variavel apropriada na ultima integral.
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Capitulo 8
Integrais Improéprias

Ate agora somente definimos a nogao integrabilidade de fungoes limitadas em intervalos limi-
tados. Nesta secao extenderemos esta nocao a funcoes nao limitadas ou definidas em intervalos
ilimitados.

8.1 Integrabilidade de funcoes nao limitadas

Se consideramos a fungao f :]0,1] — R dada por f(z) = 1/y/z, evidentemente nao podemos
aplicar a integral de Riemann, pois esta funcdo nao é limitada, porém suas restricoes aos
intervalos [e, 1] sao limitadas quando 0 < € < 1. Mais ainda, nesses intervalos, sdo Riemann
integraveis e

/-—%m—21—¢3

Neste sentido parece razoavel definir a integral desta funcao como

1 1
/Of(x)d:c:zelirgi/e f(z)de =

Porém o limite pode ou nao existir, se considerarmos outras fungoes nao limitadas. Para
ilustrar esta afirmagao consideremos as fungoes g, h :]0,1] — R dadas por f(z) = 1/z, h(z) =
sin(1/z) /2%, temos que

/g@ym:—m@ e‘/h@ﬁm:mdn—wﬂUd

logo,

1 1

lim g(x)dr =00 e Alim g(x) dz.

e=0t J, e—0t

Neste ponto, ressaltaremos a diferenca que exite entre convergéncia e existéncia de limite:
convergencia significa que o limite existe e é finito.
Defini¢ao: Seja f :Ja,b] — R uma fungao tal que suas restrigoes aos intervalos [a + €,b] sao
Riemann integraveis quando 0 < € < b — a. O limite

lim f(z) dz. (1.1)

e—0t ate
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convirgindo ou nao, serd chamado de integral imprépria de f no intervalo ]a, b] e denotado por

/abf(a:) dx.

Defini¢ao: Seja f : [a,b[— R uma fungdo tal que suas restrigoes aos intervalos [a + €,b] sao
Riemann integraveis quando 0 < € < b— a. Dizemos que f é integravel em |a, b] se sua integral
impropria converge.

Observacoes:

1. A funcao f nao estd definida no extremo a logo podemos defini-a nesse ponto atri-
buindo qualquer valor porém a integrabilidade a fungao, isto é a convergéncia da integral
impropria, nao dependera do valor que f assuma nesse ponto.

2. Veremos posteriormente que as integrais impréprias e integral de Riemann coincidem
quando sao aplicadas a fungoes limitadas, o que justifica o uso da mesma notagao para
ambas integrais.

Exemplo:Podemos considerar por exemplo a fungao f,g,h :]0,1] — R fungoes dadas por
f(x) =1/z, g(x) = 1/y/x e h(x) = z. Desde que

/ (@) dz = n(1) — In(e), / o(z) dz = 2(v1 — V&), / h(z) dz = %(12—8),

podemos afirmar que f nao é integravel enquanto g e h sao integraveis e

/Olg(x) iz — 2, /Olh(x) dx:%.

Observe que, atribuindo qualquer valor a h(0) a fungao h é integravel no sentido de Riemann.
O leito pode verificar que a integral de Riemann desta fungao no intervalo [0, 1] conicide com
1/2.

Theorem 8.1.1 Seja f :|a,b] — R limitada tal que suas restrigoes f’[a+6 0 sao integraveis para

todo € > 0. Entdo para qualquer valor real atribuido a f(a), a integral imprépria de f converge
e coincide com a integral de Riemann da fun¢ao f : [a,b] — R.

Proof: Primeiro atribuimos qualquer valor real fixado a f(a). Mostremos que f : [a,b] — R
¢ integravel verificando que o conjunto de suas descontinuidades tem medida nula. Seja € > 0,
consideremos o intervalo Iy =]a—¢/4,a+¢/4]. Como f‘ lat(e/4).8] ¢ integravel o conjunto de suas
descontinuidades possui medida nula, isto é existe uma sequencia de intervalos abertos (1,,)nen

que cobre as descontinuidades de f ‘[a ey ©
- €
Dl <3
n=1
e e}
Assim, as possiveis discontinuidades de f estao contidas na reuniao de intervalos abertos U I,
n=0
sendo que
S Ll =1ll+ ) L] < 5ty =¢
n=0 n=1
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portanto o conjunto de discontinuidades de f em |[a, b] possui medida nula, logo f é Riemann
integravel. O fato da integral impropria coincidir com a nocao da integral da funcao limitada
¢ consequencia da seguinte desigualdade:

x) dr — f(z) dx

a-+te

a-+te
< / f(@)] dr < Me,

onde M = sup |f|. Claramente o limite do lado direito é zero quando € — 0, portanto
[a,b]

b
/ f(z dac—hm f(z) dx
a+te

Exemplo: Considere f :]0,1] — R dada por
f(z) = 2z sin (E> — T COS (f) :
x x

Esta fungao é limitada e integravel, pois seu tinico ponto de descontinuidade (atribuindo qual-
quer valor a f(0)) é x = 0. Calcular sua integral atravez de supremos ou infimos de somas
parciais pode ser pouco agradavel, porem o teorema anterior nos oferece uma alternativa para

ese calculo.
1 1
/ f(z) de = x*sin <z) = —¢?sin (Z)
€ xXr € €

Como o limite do lado direito existe e é zero quando € — 0, temos que

/Olf(w) de —

Exemplo: Seja p > 0 consideremos a fungao f :]0,1] — R dada por f(z) = 1/2P. Claramante
esta fungao é ilimitada, porem é integravel em qualquer intervalo [e, 1], pois é continua nesse
intervalo para todo € > 0, logo

-p |1 1
/f ——[1-7, se p#£L
—ple 1—=p

Neste caso a integral imprépria existe (converge) se p < 1, alem disso

/Olf(x)dle%p.

Para p > 1 a integral imprépria diverge e o mesmo acontece para p = 1 (verifique!).

Theorem 8.1.2 Seja f :]a,b] — R uma fungdo nao negativa tal que suas restrigoes f‘[a+5 .

sao integrdveis para todo € > 0, entao a integral improria / f(z) dx converge se e somente se

existe uma constante M > 0 tal que f(z) de < M para todo € > 0.
a-+te

Proof: Consideremos a fun¢ao ¢(e) / f(z) dz. Com as hipéteses dadas esta funcao é

nao crescente no intervalo |0,b — a]. Logo o o limite pela direita de 0 desta func¢ao converge se
e somente for limitada superiormente. O
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Corollary 8.1.3 Se f,g :]a,b] — R sado fungdes nao negativas tais que f(x) < g(x) para todo
x €la,b], entdo

1. se a integral impropria de g converge entao a integral impropria de f converge.

2. se a integral impropria de f diverge entao a integral impropria de g diverge.

Proof: por comparacao tem-se que

b

X f(z) dx S/ g(x) dx

a-+te

para todo € > 0. Logo, se a integral imprépria de g converge o membro direito da desigualdade
anterior seria limitado e por tanto a integral impropria de f converge. Agora se a integral
impropria de f diverge o lado esquerdo da desigualdade anterior seria ilimitada e portanto a
integral imprépria de g diverge. g

1+ sin(1/x)
N3

Exemplo: A integral impropria da fungao f :]0, 1] — R dada por f(x) = converge

pois f(z) < g(z) onde g(x) = 2//x e a integral imprdpria de g converge.
Como a Integral imprépria é um limite, entao se as integrais improprias de f e g convergem,
entao também ira convergir a soma f + g e o produto com uma constante cf, além disso

/ab(f+g)(a:) dmz/abf(x) dx—l—/abg($) da, /ab[cf](w) dl‘ZC/abf(x) da

Dizemos que uma integral imprépria de f converge absolutamente se a integral improépria
de |f| converge

Theorem 8.1.4 se a integral impropria de f :Ja,b] — R converge absolutamente entao a
integral impropria de f converge, alem disso
b
< [

Proof: Consideremos as fungoes f*(z) = max{f(z),0} e f~(x) = max{—f(z),0} definidas
em |a, b]. Logo estas fungoes sdo nao negativas e

fH@) < |f @), f~ (@) <|f(x), paratodo x €a,b],

x) dx

portanto pelo teorema de comparacao temos que as integrais impréprias destas fungoes conver-
gem e como f = fT — f~ segue que a integral imprépria de f converge. Observe que

/f a&—/fr d:B—/f dx</fJr d$</|f )| dz,
—/a f(:r;)d:c—/Qf dac—/f+ dx</f d:c</|f )| du,

de onde segue que
b b
[ rwrad < [ an
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O

1
Exemplo: A integral impropria da funcao f :]0,1] — R dada por f(z) = M converge
x
absolutamente pois a intergral imprépria de |f(x)| = |cos(In(z))|/v/x < 1/\/x e esta ultima
converge.
A seguir algumas daremos algumas definicoes de integrabilidade para funcoes as quais pos-

sivelmente sao ilimitadas em algum ponto (ou extremo) do seu intervalo de definigao.

1.

Integrabilidade de fungoes f : [a,b[— R que poderiam ser ilimitadas nas proximidades
de b: Suponhamos que as restri¢oes de f aos intervalos [a, b — €] sdo Riemann integraveis
para todo € > 0. Dizemos que a fungao f ¢é integravel em [a, b se a “integral imprépria”

b—e

lim [ f(x) da

e—0

converge. Neste caso este limite é denotado por / f(x) dx.

. Integrabilidade para fungoes f :|a, b|— R as quais poderiam ser ilimitadas nas proximida-

des de a e b: Suponhamos que as restri¢oes de f aos intervalos [a+ €, b— €] sejam Riemann
integréveis para todo € > 0 pequeno. A fungao f é integravel em ]a,b[ se as integrais
impréprias de f, em |a, c| e [¢, b] convergem para algum ¢ €]a, b], neste caso definimos

/abf(:r) dr = /acf(:v) dx+/cbf(m) dx

Integrabilidade de fungdes f : [a,b] — R as quais poderiam ser ilimitadas nas proximi-
dades de algum ¢ €la, b[: Suponhamos que as restrigoes de f aos intervalos [a,c — €] e
[c+ €2, b] sejam Riemann integraveis para todo €1, €a > 0 pequeno, entao f é integravel se
as integrais impréprias de f, em |[a, c| e |¢, b], convergem, neste caso definimos

[ rwtr= [ sy [ sy

Da integrabilidade da funcao podemos concluir que o limite

b
lim {/ f(z da:—i—hm f(z);d ]
e—0 cte
existe. Este valor é chamado de valor principal de Cauchy. O reciproco reciproco nao é
verdadeiro, isto é pode existir o valor principal de Cauchy e a funcao nao ser integravel
como mostra o seguinte exemplo.

Exemplo Consideremos a fungao f : [—1,1] — R dada por f(x) = 1/z para z # 0 e f(0) =

logo esta funcao nao é integravel, pois

—€

lim — dx =limIn(e) = —o0
e—0 _1 X e—0

porem o limite

—1 1
li ~d =~ dx| = lim[In(e) — 1 =0
i | [, e [ ] = o) - 1nco
existe.
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8.2 Integrabilidade de Funcoes definidas em intervalos
nao limitados

Definig¢ao:Seja [ : [a,00[— R uma fungao tal que é limitada é integravel en cada intervalo
T
finito [a,r] para todo r > a entdo f serd integravel (em [a,00[) se o limite lim / f(z) dx
r—00
a

convergir, neste caso adotaremos a notagao

/00 f(x) dxr := lim Tf(x) dz.

T—00

a qual serd dita de integral imprépria. Caso o limite anterior nao convirja dizemos que a integral
imprépria diverge.

Resultados similares a secao anterior sao analogos as quais mencionaremos e cuja prova fica
como exercicio

Theorem 8.2.1 Se f,g: [a,00[— R sdo fungées nao negativas tais que f(x) < g(x) para todo
x € [a,00], entdo

1. se a integral impropria de g converge entao a integral impropria de f converge.

2. se a integral itmpropria de f diverge entdo a integral impropria de g diverge.

Exemplo: para cada x > 0 funcao Gamma

I'(x) ::/ e ' dt,
0

é uma integral impropria a qual somente faz sentido se for convergente. Esta integral sera con-
vergente se e somete se as integrais impréprias nos intervalos |0, 1] e [1, oo[ forem convergentes.
Para t €]0,1] tem-se 0 < e "1 < t*" e

1 1 1 1
/ t*"Ldt = lim t"hdt = lim —(1—7") = —
0

r—=0t J,. r—0t & xT

~t*=1 no intervalo ]0, 1] converge. Para analizar a

—H2pr=1 — (), segue que existe

Por comparacao a integral imprépria de e

convergeéncia no intervalo [1, oo[ primeiro observe que, como lim e
t—o00

uma constante positiva k tal que e=/?t*~1 < k para todo ¢ > 1. Multiplicando por e~*/? ambos
lados desta desigualdade encontramos que

0<et® P <ke'? Vtell, ool

Desde que
/ ke '? dt = lim ke='/? dt = lim 2k(1 — eir/Z) =2k
0 r—o0 | 700

7tt$71

Por comparacao a integral imprépria de e no intervalo [1, co[ converge.

Como a Integral imprépria é um limite, entao se as integrais improprias de f e g convergem,
entao tambem ira convergir a soma f + g e o produto com uma constante cf, além disso

/:O(erg)(:v) d:c:/aoof(:v) d:c+/aoog(x) da, /:O[cf](x) dx:c/abf(;p) dzx

Dizemos que uma integral impréria de f converge absolutamente se a integral imprépria | f|
converge
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Theorem 8.2.2 Seja f : [a, 00— R uma fun¢do Riemann integrdavel em |a,r| para todo r > a.
Se a integral impropria de converge absolutamente entao a integral impropria converge.

Exemplo: Consideremos a fungao f : [1, 00— R dada por f(z) = (—1)"/n para x € [n,n+ 1],
n € N, logo a integral impropria desta fungao converge, porém nao converge absolutamente.
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8.3 Exercicios

1. Estude a convergéncia o divergéncia das seguintes integrais impropias

sin(x)

1 1 2 1 1 1 1
/—d:n, /—dm, /—dz;, /
0o V1—2a? o VI1—2x| o Vo(l—z) o T

dx

2. Considere a funcao f :] — 1,1[— R dada por f(z) = z/(1 — z?).

1—e¢
(a) Mostre que o limite lim / f(x) dx converge.
e—0t —1+4e
(b) Mostre que f nao é integravel em | — 1, 1][.
(¢) Porqué o resultado do primeiro item nao garante que f seja integravel em | — 1,1[?
Justifique sua resposta.

3. Considere a fungao f definida no intervalo [0, 1] e possivelmente ilimitada em cada z; = 1/i
com ¢ € N. Forneca uma definicao de integrabilidade para esta funcao e defina sua
“integral impropria” de tal forma que, ao considerar funcoes limitadas, esta definicao
coincida com a integral de Riemann.

4. Seja p > 0, estude a convergéncia ou divergéncia das seguintes integrais impréprias
1 00 o'}
1 1 1
— dux, / — dx, / — dx.
o TP 1 P o P

o
5. Mostre que a integral impropria / sin(z?) dx converge, porém nao converge absoluta-
0
mente.

6. Seja f : [1,00[— R uma funcao positiva decrescente e Riemann integravel em [1,b] para
todo b > 1. Mostre que

/ f(z) dx converge < Zf(n) converge.
1 n=1

Seguidamente, aplique este resultado para mostrar que a integral de Poison / e dx
0

converge.

7. Seja f : [0, 00[— R uma fungao continua. Mostre que se a integral imprépria / f(x) dx
0
converge entao

lim N f(z) dz = 0.

r

8. Seja f : [0, 00[— R uma fungao continua, positiva e decrescente. Mostre que se a integral
[e.e]

imprépria f(z) dx converge entao lim zf(x) = 0.
0 T—00

9. Mostre que a funcao f : [0,1] — R dada por f(0) = 0 e para cadan € N, f(z) =n
quando z €]1/(n + 1),1/n], ndo ¢ integravel.
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