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Limites

LIMITES

DEFINIÇÃO

Sejam f : D→ R uma função, x0 ∈ D′ e L ∈ R. Escrevemos lim
x→x0

f (x) = L quando: para todo

ε > 0 existir δ > 0 tal que

|f (x)− L| < ε, ∀x ∈ D ∩ (x0 − δ, x0 + δ), x 6= x0.

IMPORTANTE

Se lim
x→x0

f (x) 6= L quando existir ε > 0 de modo que ∀δ > 0 for possível obter

xδ ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ∈ D tal que |f (x)− L| ≥ ε.
Se lim

x→x0
f (x) = L 6= 0, então existe δ > 0 tal que

f (x) 6= 0, ∀x ∈ D ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

TEOREMA

Temos lim
x→x0

f (x) = L se, e somente se, para toda sequência {xn} ⊂ D que convergir para x0

tivermos que {f (xn)} converge para L.
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Limites Limites laterais

LIMITES LATERAIS

DEFINIÇÃO

Seja A ⊂ R um conjunto. Dizemos que x0 ∈ R é um ponto de acumulação:

à direita se A ∩ (x0, x0 + δ) 6= 0, ∀δ > 0.

à esquerda se A ∩ (x0 − δ, x0) 6= 0, ∀δ > 0.

O conjunto dos pontos acumulação à direita será denotado por A′+.
O conjunto dos pontos acumulação à esquerda será denotado por A′−.

DEFINIÇÃO

Sejam f : D ⊂ R→ R um função, e a ∈ D′+ e b ∈ D′−. Dizemos que

lim
x→a+

f (x) = L se para todo ε > 0 existir δ > 0 tal que

|f (x)− L| < ε, ∀x ∈ (a, a + δ).

lim
x→b−

f (x) = L se para todo ε > 0 existir δ > 0 tal que

|f (x)− L| < ε, ∀x ∈ (b− δ, b).
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Limites Limites laterais

LIMITES LATERAIS E LIMITE

TEOREMA

Sejam f : D ⊂ R→ R um função, e x0 ∈ D′+ ∩ D′−. Então,

lim
x→x0

f (x) = L⇐⇒ lim
x→x+0

f (x) = L = lim
x→x−0

f (x) = L
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Funções contínuas

CONTINUIDADE

DEFINIÇÃO

Dizemos que uma função f : D ⊂ R→ R é contínua em x0 ∈ D se para todo ε > 0 existir
δ > 0 tal que

|f (x)− f (x0)| < ε, ∀x ∈ D ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

IMPORTANTE

O δ acima depende de ε e de x0.

Se x0 é um ponto isolado de D, então f é contínua em x0.

Se x0 ∈ D′, então f é contínua em x0 se, e somente se, lim
x→x0

f (x) = f (x0).

f é contínua em x0 se, e somente se, para toda sequência {xn} ⊂ D que convergir para x0

tivermos que {f (xn)} converge para L.
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Funções contínuas

PRIMEIRAS PROPRIEDADES

PROPOSIÇÃO

Sejam f , g : D→ R duas funções contínuas em x0. Então:

(a) são contínuas em x0 as funções f ± g e f · g.

(b) se g(x0) 6= 0, então a função f/g é contínua em x0.

PROPOSIÇÃO

Sejam f : D→ R contínua em x0 e c ∈ R.

(a) Se f (x0) < c, então existe δ > 0 tal que f (x) < c, para todo x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

(b) Se f (x0) > c, então existe δ > 0 tal que f (x) > c, para todo x ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

APLICAÇÃO

Seja f : [a, b]→ R contínua e não negativa. Então
∫ b

a f (x)dx = 0 se, e somente se, f ≡ 0.
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Funções contínuas

RESULTADOS IMPORTANTES

TEOREMA

Sejam f : A→ B contínua em x0 ∈ A e g : B→ R contínua em f (x0). Nestas condições, a
composta g ◦ f : A→ R é contínua em x0.

TEOREMA

Se f : A→ R é contínua e K ⊂ A é um compacto, então f (K) é compacto. Em particular, f
assume máximo e mínimo em K.

TEOREMA (DO VALOR INTERMEDIÁRIO)
Sejam f : [a.b]→ R uma função contínua e c um ponto pertencente ao intervalo de extremos
f (a) e f (b). Nestas condições, existe x0 ∈ [a, b] tal que f (x0) = c.

COROLÁRIO

Se f : I → R é uma função contínua num intervalo I que assume valores positivos e negativos,
então existe c ∈ I tal que f (c) = 0.
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