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Diferenciabilidade

FUNCOES DIFERENCIAVEIS

DEFINICAO
Considere f : [a,b] — R e defina

o0 =T =ID e (0

Dizemos que f é diferenciédvel (ou derivdvel) em x € [a, b] se existe o limite lim ¢ (7). Neste
1—Xx
caso, denotamos

£ = lim (r) = tim 1O =)

t—x r—x

e dizemos que f’(x) € a derivada de f no ponto x.

OBSERVACOES
@ Uma fungio derivdvel em todo o seu dominio é dita simplesmente derivavel.

@ Sef é diferencidvel em seu dominio e f’ é continua, entdo dizemos que f é uma fungio
de classe C'.
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@ Suponhaquef : I C R — R é dif. num subintervalo J C I. Neste caso fica bem definida
a fungdo f’ : J — R dada por

I3t f(1) = %(r).

Tal funcdo é chamada de derivada de f.
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Derivadas de ordem superior

@ Suponhaquef : I C R — R é dif. num subintervalo J C I. Neste caso fica bem definida
a fungdo f’ : J — R dada por

af

I3t f(0) =)

Tal funcdo é chamada de derivada de f.

@ Suponha agora que ' : J — R também € dif. num subintervalo L C J. Entdo, temos a
fungdo f” : L — R dada por

3’0 =5 (3) 0.

Tal fungdo é chamada de derivada de segunda ordem de f.
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Derivadas de ordem superior

a fungdo f’ : J — R dada por

af

I3t f(0) =)

Tal funcdo é chamada de derivada de f.

@ Suponha agora que ' : J — R também € dif. num subintervalo L C J. Entdo, temos a

fungdo f” : L — R dada por
af
L
St f(t) = dt(dt)(t)

Tal fungdo é chamada de derivada de segunda ordem de f.
@ De modo geral, podemos (as vezes) considerar a fung@o f ™ .1 - R dada por

n—1
13m0 = 4 (20 0

Tal funcdo é chamada de derivada de ordem 7 de f. (Para k = 0 dizemos que f é
continua.)
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Derivadas de ordem superior

@ Suponhaquef : I C R — R é dif. num subintervalo J C I. Neste caso fica bem definida
a fungdo f’ : J — R dada por

af

I3t f(0) =)

Tal funcdo é chamada de derivada de f.

@ Suponha agora que ' : J — R também € dif. num subintervalo L C J. Entdo, temos a
fungdo f” : L — R dada por

3’0 =5 (3) 0.

Tal fungdo é chamada de derivada de segunda ordem de f.
@ De modo geral, podemos (as vezes) considerar a fung@o f ™ .1 - R dada por

n—1
13m0 = 4 (20 0

Tal funcdo é chamada de derivada de ordem 7 de f. (Para k = 0 dizemos que f é
continua.)

DEFINICAO

Dizemos que uma funcio f : I — R é de classe C*, k € N, se existem todas as derivadas até
ordem k e f° (®) ¢ continua.
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Derivadas de ordem superior

POLINOMIO DE TAYLOR (RESTO DE LAGRANGE)

TEOREMA

Sejaf : [a,b] — Ren € Ntal que f™ é continua em [a, b] e f"+!) existe em (a, b). Fixemos
Xo € [a,b] e h > 0 suficientemente pequeno tal que xo + & € [a, b].
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Derivadas de ordem superior

POLINOMIO DE TAYLOR (RESTO DE LAGRANGE)

TEOREMA

Sejaf : [a,b] — Ren € Ntal que f™ é continua em [a, b] e f"+!) existe em (a, b). Fixemos
Xo € [a,b] e h > 0 suficientemente pequeno tal que xo + / € [a, b]. Considere:

P(r) = if (k)k(!x") .
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Derivadas de ordem superior

POLINOMIO DE TAYLOR (RESTO DE LAGRANGE)

TEOREMA

Sejaf : [a,b] — Ren € Ntal que f™ é continua em [a, b] e f"+!) existe em (a, b). Fixemos
Xo € [a,b] e h > 0 suficientemente pequeno tal que xo + / € [a, b]. Considere:

P(r) = if (k)k(!x") .

Nestas condigdes, existe § € (xo,xo + h) tais que

_ f(n+l)(0) n+1
f(x0—|—h) 7P(h)—|—7(n+ 1)! h.
517
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Derivadas de ordem superior

DEMONSTRACAO

@ Defina o = xo, 8 = xo + h e a fun¢do g : [, 5] — R dada por

(5 _x)n-H ,

(k)
o0 =1 - [ S -+ 2

sendo M escolhida de modo a termos g(«) = 0.

CMM202 - CMI 062 S2 - 2022 - DMAT-UFPR

6/7



Derivadas de ordem superior

DEMONSTRACAO

@ Defina o = xo, 8 = xo + h e a fun¢do g : [, 5] — R dada por

(5 _ )n+]

(k)
W =r8) - |31 ()([3—)+( o

sendo M escolhida de modo a termos g(«) = 0.

@ Note que g(83) = 0, logo existe 8 € (a, ) tal que g’'() = 0.
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Derivadas de ordem superior

DEMONSTRACAO

@ Defina o = xo, 8 = xo + h e a fun¢do g : [, 5] — R dada por

"0 () ]
e =) - [ -0+ s -

sendo M escolhida de modo a termos g(«) = 0.
@ Note que g(83) = 0, logo existe 8 € (a, ) tal que g’'() = 0.

@ Uma vez que

(1) (¢
g0 =" Mgy

n!
etdo para x = 0 chega-se em

10 5oy = M 5oy

ou seja,

M ="t ().
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Derivadas de ordem superior

APLICACAO

DEFINICAO

Sejaf : I — R derivavel. Dizemos que xo € / é um ponto critico se f’(xo) = 0.
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Derivadas de ordem superior

APLICACAO

DEFINICAO

Sejaf : I — R derivavel. Dizemos que xo € / é um ponto critico se f’(xo) = 0.

TEOREMA
Sejaf : (a,b) — R uma fungdo de clase C", com n > 2. Seja xo um ponto critico tal que

Fx0) =f"(x0) = ... =f"(xo) = 0, £ (x0) # 0.
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Derivadas de ordem superior

APLICACAO

DEFINICAO

Sejaf : I — R derivavel. Dizemos que xo € / é um ponto critico se f’(xo) = 0.

TEOREMA
Sejaf : (a,b) — R uma fungdo de clase C", com n > 2. Seja xo um ponto critico tal que

Fx0) =f"(x0) = ... =f"(xo) = 0, £ (x0) # 0.

(a) Senéparef™(x) < 0, entdo xo é ponto de méximo local.
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Derivadas de ordem superior

APLICACAO

DEFINICAO

Sejaf : I — R derivavel. Dizemos que xo € / é um ponto critico se f’(xo) = 0.

TEOREMA
Sejaf : (a,b) — R uma fungdo de clase C", com n > 2. Seja xo um ponto critico tal que

Fx0) =f"(x0) = ... =f"(xo) = 0, £ (x0) # 0.

(a) Senéparef™(x) < 0, entdo xo é ponto de méximo local.

(b) Senéparef O (x0) > 0, entdo xo é ponto de minimo local.
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Derivadas de ordem superior

APLICACAO

DEFINICAO

Sejaf : I — R derivavel. Dizemos que xo € / é um ponto critico se f’(xo) = 0.

TEOREMA

Sejaf : (a,b) — R uma fungdo de clase C", com n > 2. Seja xo um ponto critico tal que
o) =f" @) = ... =" (w) = 0, £ (o) # 0

(a) Senéparef™(x) < 0, entdo xo é ponto de méximo local.
(b) Senéparef O (x0) > 0, entdo xo é ponto de minimo local.
(c) Se n é impar entdo xj é ponto de inflexdo local, isto é, existe § > O tal que

10 1) oy £ =F0)

X — X0 X — X0

<0,

para todo x € (xo — &,%0 + 0) \ {xo}.
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