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Defini¢ao (Relagcao de ordem)

propriedades:

Seja S um conjunto. Uma ordem S é uma relagdo, denotada por <, que satisfaz as seguintes
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propriedades:

Defini¢ao (Relagcao de ordem)

Seja S um conjunto. Uma ordem S é uma relagdo, denotada por <, que satisfaz as seguintes

(S1) Sex,y €S, entdo vale uma, e somente uma, das seguintes possibilidades:
X<y, x=y,y<x
(S2) Sex,y,z € Ssdo tais quex < yey < z, entdo x < z.

> Neste caso, dizemos que S é um conjunto ordenado e utilizamos a notagdo (S, <).
P Por vezes, utilizamos a notagdo.

x<y=x<y, oux=y.

»  Os simbolos > e > também serdo utilizados de modo usual
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L Conjuntos Ordenado

Defini¢ao (Relagcao de ordem)

propriedades:

Seja S um conjunto. Uma ordem S é uma relagdo, denotada por <, que satisfaz as seguintes

(S1) Sex,y €S, entdo vale uma, e somente uma, das seguintes possibilidades:
X<y, x=y,y<x
(S2) Sex,y,z € Ssdo tais quex < yey < z, entdo x < z.

> Neste caso, dizemos que S é um conjunto ordenado e utilizamos a notagdo (S, <)
P Por vezes, utilizamos a notagdo.

x<y=x<y, oux=y.

Exemplo

»  Os simbolos > e > também serdo utilizados de modo usual.

Os conjuntos N, Z e Q sdo ordenados.
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[ Conjuntos Ordenado

Cotas superior e inferior

Defini¢ao

Considere um conjunto ordenado (S, <) e E C S.

(a) Dizemos que E ¢ limitado superiormente se existe 3 € S tal que

x< B, Vx€E.
superior de E.

(1)
Em particular, qualquer elemento B € S que satisfaz a desigualdade (1) é dito cota
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Defini¢ao

Considere um conjunto ordenado (S, <) e E C S.

(a) Dizemos que E ¢ limitado superiormente se existe 3 € S tal que

x< B, Vx€E.
superior de E.

1

Em particular, qualquer elemento B € S que satisfaz a desigualdade (1) é dito cota

(b) Dizemos que E é limitado inferiormente se existe o € S tal que

a<ux Vx€E.
inferior de E.

2

Em particular, qualquer elemento o € S que satisfaz a desigualdade (2) é dito cota
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Cotas superior e inferior

Defini¢ao
Considere um conjunto ordenado (S, <) e E C S.

(a) Dizemos que E ¢ limitado superiormente se existe 3 € S tal que
x< B, Vx€E. (1)
Em particular, qualquer elemento B € S que satisfaz a desigualdade (1) é dito cota

superior de E.

(b) Dizemos que E é limitado inferiormente se existe o € S tal que
a<ux Vx€E. )
Em particular, qualquer elemento o € S que satisfaz a desigualdade (2) é dito cota

inferior de E.

(¢) Dizemos que E ¢é limitado se é limitado superiormente e inferiormente. Neste caso,
existem o, B € S tais que

a<x<p,Vx€eeE. 3)
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Cotas superior e inferior

Observagoes

» E muito importante observar que em nenhuma das defini¢des acima estamos supondo
a€Eoup EE.

» Quando existe m € E tal que m < x, para todo x € E, entdo dizemos que m é o menor
elemento de E. Neste caso, utilizamos a notagdo

m = minkE.

N
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L Conjuntos Ordenado

Cotas superior e inferior

Observagoes

» E muito importante observar que em nenhuma das defini¢des acima estamos supondo
a€Eoup EE.

» Quando existe m € E tal que m < x, para todo x € E, entdo dizemos que m é o menor
elemento de E. Neste caso, utilizamos a notagdo

m = minkE.

» Quando existe M € E tal que x < M, para todo x € E, entdo dizemos que M é o maior
elemento de E. Neste caso, utilizamos a notagdo

M = maxE.
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Um conjunto sem minimo

Considere os seguintes subconjuntos de Q:

A={peQ;p>0ep’<2}. eB={peQ;p>0c2<p’}

(Afirmagdo 1:)

(Afirmagdo 2:)

A € limitado superiormente e B € limitado inferiormente.

De fato, todo elemento de B ¢ uma cota superior do conjunto A. De modo
andlogo, todo elemento de A é uma cota inferior de B.

B nao possui minimo.

Para verificar isto, considere p > 0 um racional e defina

=2 2p+2

=p— . (C))
=r p+2  p+2
Uma manipulagdo algébrica nos dd
2(p* —2
fo2= =2 ®)

o (pt2?

assim,sep € B,entdog € Be 0 < g < p.
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Supremo

Defini¢ao

Sejam (S, <) um conjunto ordenado e E C S um subconjunto limitado superiormente. Um

elemento 3 € S é dito supremo de E, se satisfaz as seguintes condigdes:
(i) B é uma cota superior de E;

(ii) se~y < B, entdo y ndo é uma cota superior de E.
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I—Supremo e infimo

Supremo

Definicao
Sejam (S, <) um conjunto ordenado e E C S um subconjunto limitado superiormente. Um
elemento 3 € S é dito supremo de E, se satisfaz as seguintes condigdes:

(i) B é uma cota superior de E;

(ii) se~y < B, entdo y ndo é uma cota superior de E.

» O supremo de E, quando existe, serd denotado por sup E.

» Note que sup E, quando existe, ¢ a menor das cotas superiores!
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Infimo

Defini¢ao

Sejam (S, <) um conjunto ordenado e E C S um subconjunto limitado inferiormente. Um
elemento o € § é dito infimo de E, se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) o« é uma cota inferior de E;

Observacao

(ii) se o < 7y, entdo ~y ndo é uma cota inferior de E.
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Infimo

Definicao

Sejam (S, <) um conjunto ordenado e E C S um subconjunto limitado inferiormente. Um
elemento o € § é dito infimo de E, se satisfaz as seguintes condigoes:
(i) o« é uma cota inferior de E;

Observacao

(ii) se o < 7y, entdo ~y ndo é uma cota inferior de E.

» O infimo de E, quando existe, serd denotado por inf E.

»  Note que inf E, quando existe, é a maior das cotas inferiores!
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Exemplos

a) Se E possui um elemento mdximo M, entdo M = sup E. De fato, temos que M é uma
E poisM € E.

cota superior de E. Observe também que se v < M, entdo v ndo ¢ uma cota superior de
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|—Supremo e infimo

Exemplos

a) Se E possui um elemento mdximo M, entdo M = sup E. De fato, temos que M é uma
cota superior de E. Observe também que se v < M, entdo v ndo ¢ uma cota superior de
E poisM € E.

(b) Se E possui um elemento minimo m, entdo m = inf E.

N
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|—Supremo e infimo

Exemplos

a) Se E possui um elemento mdximo M, entdo M = sup E. De fato, temos que M é uma
cota superior de E. Observe também que se v < M, entdo v ndo ¢ uma cota superior de
E poisM € E.
(b) Se E possui um elemento minimo m, entdo m = inf E.

(c) Considere E;| o conjunto dos racionais » > 0 e E; os dos racionais s < 0. Note que

infE; =supE; =0, mas 0 ¢ E|.
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LSupremo e infimo

Exemplos

a) Se E possui um elemento mdximo M, entdo M = sup E. De fato, temos que M é uma

cota superior de E. Observe também que se v < M, entdo v ndo ¢ uma cota superior de
E poisM € E.

(b) Se E possui um elemento minimo m, entdo m = inf E.

(c) Considere E;| o conjunto dos racionais » > 0 e E; os dos racionais s < 0. Note que
infE; =supE; =0, mas 0 ¢ E|.

(d) Considere E = {1/n; n € N} C Q. TemosinfE=0¢ EesupE =1€ E.
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Existem buracos em QQ

Considere A e B os conjuntos definidos anteriormente.

> Note que A ndo possui supremo, pois o conjunto de suas cotas superiores é B e este nao
possui menor elemento.

» De modo andlogo, B ndo possui infimo, pois o conjunto de suas cotas inferiores é A e
este N30 possui maximo.

N
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|—Propriedade do Supremo e do Infimo

Defini¢ao

seguinte:

Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do Supremo (PS) se vale o

Se E C S é ndo vazio e limitado superiormente, entdo existe sup E € S.
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I—Propriedade do Supremo e do Infimo

Defini¢ao

seguinte:

Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do Supremo (PS) se vale o

Se E C S é ndo vazio e limitado superiormente, entdo existe sup E € S.
Defini¢ao
seguinte:

Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do Infimo (PI) se vale o

Se E C S é ndo vazio e limitado inferiormente, entdo existe inf E € S.
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LPropriedade do Supremo e do Infimo

Defini¢ao

seguinte:

Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do Supremo (PS) se vale o

Se E C S é ndo vazio e limitado superiormente, entdo existe sup E € S.
Defini¢ao
seguinte:

Dizemos que um conjunto ordenado (S, <) satisfaz a Propriedade do Infimo (PI) se vale o

Se E C S é ndo vazio e limitado inferiormente, entdo existe inf E € S.
Exemplo

Note que Q ndo satisfaz a Propriedade do Supremo e nem a do Infimo.
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Teorema

Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).
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Teorema
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I—Propriedade do Supremo e do Infimo
L (ps) <= (Pn)

Teorema

Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).
Demonstraciao: ((PS) = (PI))

> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um
pertence a S.

subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este

N
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Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).
Demonstraciao: ((PS) = (PI))

> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um

subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.

Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio, pois E é
limitado inferiormente.
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L (ps) <= (Pn)

Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).

Demonstraciao: ((PS) = (PI))

> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um
subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.
Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio, pois E é
limitado inferiormente.
» Além disso, se b € E, entdo
x<b, Vx €A,

logo A ¢ limitado superiormente e E é o conjunto das cotas superiores de A.
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Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).

Demonstraciao: ((PS) = (PI))

> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um
subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.

Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio, pois E é
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» Uma vez que estamos admitindo (PS), entdo existe § = supAe6 € S.
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LPmpriedade do Supremo e do Infimo
L (ps) <= (Pn)

Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).
Demonstracao: ((PS) = (PI))
> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um
subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.
Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio, pois E é
limitado inferiormente.
» Além disso, se b € E, entdo
x<b, Vx €A,

logo A ¢ limitado superiormente e E é o conjunto das cotas superiores de A.
» Uma vez que estamos admitindo (PS), entdo existe § = supAe6 € S.

(i) Por defini¢do de supremo, se tomarmos y < 6, entdo v ndo € uma cota superior de A e
portanto v ¢ E. Isso nos diz que 6 < x, para todo x € E. Entdo 6 é uma cota inferior de
E,donde 0 € A.
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L (ps) <= (Pn)

Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).

Demonstracao: ((PS) = (PI))

> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um
subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.

Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio, pois E é
limitado inferiormente.

» Além disso, se b € E, entdo
x< b, Vx €A,
logo A ¢ limitado superiormente e E é o conjunto das cotas superiores de A.
» Uma vez que estamos admitindo (PS), entdo existe § = supAe6 € S.
(i) Por defini¢do de supremo, se tomarmos y < 6, entdo v ndo € uma cota superior de A e

portanto v ¢ E. Isso nos diz que 6 < x, para todo x € E. Entdo 6 é uma cota inferior de
E, donde 6 € A.

(ii) Tome agora § < (. Temos que 3 ¢ A, pois 6 é o supremo de A.
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L (ps) <= (Pn)

Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).

Demonstracao: ((PS) = (PI))

> Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere £ C S um
subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.

Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A é ndo vazio, pois E é
limitado inferiormente.

» Além disso, se b € E, entdo
x< b, Vx €A,
logo A ¢ limitado superiormente e E é o conjunto das cotas superiores de A.
» Uma vez que estamos admitindo (PS), entdo existe § = supAe6 € S.
(i) Por defini¢do de supremo, se tomarmos y < 6, entdo v ndo € uma cota superior de A e

portanto v ¢ E. Isso nos diz que 6 < x, para todo x € E. Entdo 6 é uma cota inferior de
E, donde 6§ € A.

(ii) Tome agora § < (. Temos que 3 ¢ A, pois 6 é o supremo de A.
> Temosentdoque € A,mas 8 ¢ Ase 8 > 6.
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LPmpriedade do Supremo e do Infimo
L (ps) < (pD)

Teorema
Um conjunto ordenado (S, <) satisfaz (PS) se, e somente se, satisfaz (PI).

Demonstracio: ((PS) = (PI))

» Suponha entdo que S satisfaz a Propriedade do Supremo e considere E C S um
subconjunto ndo vazio e limitado inferiormente. Mostraremos que existe inf E e que este
pertence a S.

Defina por A o conjunto de todas as cotas inferiores de E. Note que A € ndo vazio, pois E é
limitado inferiormente.

»  Além disso, se b € E, entdo
x<b,Vx €A,
logo A ¢ limitado superiormente e E é o conjunto das cotas superiores de A.
» Uma vez que estamos admitindo (PS), entdo existe § = supAe6 € S.
(i) Por defini¢do de supremo, se tomarmos v < 6, entdo -y ndo € uma cota superior de A e

portanto v ¢ E. Isso nos diz que 6 < x, para todo x € E. Entdo 6 é uma cota inferior de
E,donde 6 € A.

(ii) Tome agora § < (. Temos que 3 ¢ A, pois 6 é o supremo de A.
> Temosentdoque € A,mas 8 ¢ Ase 8 > 6.

P Isso nos diz que 6 € uma cota inferior de E, mas nenhum 3 > 6 o €. Portanto, § = inf E.
|
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