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Teorema de Goursat

TEOREMA DE GOURSAT

Seja Omega ⊂ C um aberto. Se f : Ω → C é diferenciável, então é analítica.

Podemos assumir que Ω é um disco D.
Vamos utilizar o teorema de Morera:∫

T
f (z)dz = 0, ∀ triângulo T ⊂ D

Considere então um triângulo T = [a, b, c, a] ⊂ D. Utilizando os os pontos médios de cada lado,
considere também os novos triângulos T1, T2, T3, T4.
Note que ∫

T
f (z)dz =

4∑
j=1

∫
Tj

f (z)dz

Note que
ℓ(Tj) = 1/2ℓ(T) e diam(Tj) = 1/2diam(T)

Para um destes triângulos, digamos T(1), temos∣∣∣∣∣
∫

Tj

f (z)dz

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∫

T(1)
f (z)dz

∣∣∣∣ ,
logo ∣∣∣∣∫

T
f (z)dz

∣∣∣∣ ≤ 4
∣∣∣∣∫

T(1)
f (z)dz

∣∣∣∣
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Teorema de Goursat

Agora, repetimos o processo indutivamente em T(1):

∆(1) ⊃ ∆(2) ⊃ . . .

Temos ⋂
j∈N

∆(j){z0}

E também ∣∣∣∣∫
T

f (z)dz
∣∣∣∣ ≤ 4n

∣∣∣∣∫
T(n)

f (z)dz
∣∣∣∣

ℓ(T(n)) = (1/2)nℓ(T)

diam(∆(n)) = (1/2)ndiam(T)
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Singularidades

DEFINIÇÃO

Uma singularidade isolada de uma função f é um ponto z = a ∈ C tal que f é analítica em

B(a,R) \ {a}

para algum R > 0, mas não é analítica em a. Em particular, uma singularidade isolada é dita removível se
existe uma função analítica g em B(a,R) tal que

f (z) = g(z), ∀z ̸= a.

TEOREMA

Uma singularidade isolada z = a de f é removível se, e somente se,

lim
z→a

(z − a)f (z) = 0.
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