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DEFINICAO

Uma singularidade isolada de uma fung¢do f € um ponto z = a € C tal que f ¢é analitica em

B(a, R) \ {a}

para algum R > 0, mas ndo € analitica em a. Em particular, uma singularidade isolada € dita removivel se
existe uma fung@o analitica g em B(a, R) tal que

f(2) = 8(2), Vz #a.

OBSERVACAO

Note que uma singularidade isolada é removivel se existe ¢ € C tal que a funcdo

g(z) — { f(Z), z#a,

¢, z=a,

¢é analitica numa bola centrada em a.

TEOREMA

Uma singularidade isolada z = a de f é removivel se, e somente se,

lim(z — a)f(z) = 0.

—a

il = = — Ty
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Singularidades

PoLoO
DEFINICAO
Uma singularidade isolada é dita um pdlo se existem um inteiro positivo m e uma constante ¢ # 0 tais que
a fungdo
_ | @=a)"f), z#aq,
g(z)f{ c, z=a,
¢ analitica numa bola centrada em a. O inteiro m acima € tnico e chamado de ordem do pdlo.
v
OBSERVACAO

@ Se z = aéum polo de f, entdo existe uma func¢do analitica numa vizinhanga de a que coincide com
z+— (z—a)"f(z), amenos de z = a, e ndo se anulaem z = a.

@ Se z = a é um pdlo de ordem m, entdo

lim (z — )" (2) # 0.

@ Sez=aéumpdlodef,entios

lim [/()] = o,

ou seja, dado M > 0 existe € > 0 tal que

[f(z)] > M, se0<|z—a|l <e.
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EXEMPLOS

@ A origem é um polo de ordem m da fungdo z — 1/7".

@ A origem é uma singularidade essencial de f(z) = e! /2, isto é, ndo é pélo e nem removivel.
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SERIES DUPLAS

DEFINICAO

Dizemos que a série

“+oo
E Zn
n=—o0

¢é absolutamente convergente se ambas as séries
+o0 400
g Zn € g Z—n
n=0 n=1
sdo absolutamente convergentes. Em particular, escrevemos

+oo +o0o +o0
Z anzzfn“l‘zbt-
n=0

n=-—o00o n=1
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Singularidades

SERIES DE LAURENT

TEOREMA

Seja f uma fung¢@o analitica no anel

Aarr={z€C;r<|z—al <R}

Entdo,
“+ o0
f(Z) = Z an(z —a)",
n=—00
sendo
1
= — —————dz, n € Z,
an 27 /‘/ Z _ a n+1

em que

y(t) =a+pe', 1 €0,27], r < p <R.
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Singularidades

@ Considere z € Ay, g € tome
r<s<p<R.

@ Dado € > 0, considere as curvas

Cp(t) = a+ pe, t €[00, 00 + 21 — €],
Ci(1) = a+se', t € [0, 00 + 27 — €],
4 (t) = Ac + (B — Ae), t € [0,1],
(1) = Be + (B —Be), t € [0,1],

sendo

Ae = Cp(bp + 27 —¢),

A= Cp(eo),
Be = Cs(0p + 27 — €),
B = Cs(6o),

@ Por fim, denote por I" a curva formada pelas curvas acima (no sentido anti-horario).

Avila (UFPR) MATE 7005 S2 - 2023 - PPGM-UFPR

8/11



Singularidades

@ Assim, pela férmula de Cauchy,

1 f(m)
- dn
2wi Jrm—z
L0 DR N 1) P B G ) P B ) D

2mi c,N—2 2mi G nN—2z 2mi Jgym—2z 2mi Jo, m—2

fz) =

@ Entdo, tomando € — 0, chaga-se em
1 f(n) 1 f(n)
f@) =7 / dn — / dn,
iy, N—2 2mi Sy M — 2

em que

Vo(t) = a+ pe', ys(t) = a+se", 1 € [0,2n].
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OBSERVACOES

@ Se f é como no teorema e «y um caminho fechado e simples no interior de A, g, entdo
/f(z)dz = 2mia_,.
-
@ A série de Laurent € tnica.

DEFINICAO

Se f € como no teorema, entdo a_; € dito residuo de f em a e utilizamos a nota¢do

a_1 = Resf|;=a.
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LAURENT E SINGULARIDADES

TEOREMA

Seja z = a uma singularidade isolada de f e considere sua série de Laurent

oo

f@)= 3 az—a)
n=—o0
no anel A, o g.
(a) z = a éremovivel se, e somente se, a, = 0, Vn < —1.
(b) z = aé pdlo de ordem m se, e somente se, a_y, # 0ea, =0,Vn < —(m + 1).

(c) z = aéessencial se, e somente se, a, 7 0, para infinitos indices negativos.
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