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Singularidades

DEFINIÇÃO

Uma singularidade isolada de uma função f é um ponto z = a ∈ C tal que f é analítica em

B(a,R) \ {a}

para algum R > 0, mas não é analítica em a. Em particular, uma singularidade isolada é dita removível se
existe uma função analítica g em B(a,R) tal que

f (z) = g(z), ∀z ̸= a.

OBSERVAÇÃO

Note que uma singularidade isolada é removível se existe c ∈ C tal que a função

g(z) =
{

f (z), z ̸= a,
c, z = a,

é analítica numa bola centrada em a.

TEOREMA

Uma singularidade isolada z = a de f é removível se, e somente se,

lim
z→a

(z − a)f (z) = 0.
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Singularidades

PÓLO

DEFINIÇÃO

Uma singularidade isolada é dita um pólo se existem um inteiro positivo m e uma constante c ̸= 0 tais que
a função

g(z) =
{

(z − a)mf (z), z ̸= a,
c, z = a,

é analítica numa bola centrada em a. O inteiro m acima é único e chamado de ordem do pólo.

OBSERVAÇÃO

Se z = a é um polo de f , então existe uma função analítica numa vizinhança de a que coincide com
z 7→ (z − a)mf (z), a menos de z = a, e não se anula em z = a.

Se z = a é um pólo de ordem m, então

lim
z→a

(z − a)mf (z) ̸= 0.

Se z = a é um pólo de f , então s
lim
z→a

|f (z)| = ∞,

ou seja, dado M > 0 existe ϵ > 0 tal que

|f (z)| ≥ M, se 0 < |z − a| < ϵ.
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Singularidades

SERIES DE LAURENT

TEOREMA

Seja f uma função analítica no anel

Aa,r,R = {z ∈ C; r < |z − a| < R}

Então,

f (z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − a)n,

sendo

an =
1

2πi

∫
γ

f (z)
(z − a)n+1

dz, n ∈ Z,

em que
γ(t) = a + ρeit, t ∈ [0, 2π], r < ρ < R.

DEFINIÇÃO

Se f é como no teorema, então a−1 é dito resíduo de f em a e utilizamos a notação

1
2πi

∫
γ

f (z)dz = a−1 = Res f |z=a.
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Resíduos

RESÍDUOS

TEOREMA

Seja f uma função analítica numa região Ω exceto em um número finito de singularidades isoladas
a1, a2, . . . , am. Considere γ uma curva suave e fechada tal que não passar por nenhum dos pontos acima e
γ ≈ 0 em Ω. Nestas condições,

1
2πi

∫
γ

f (z)dz =
m∑

k=1

n(γ, ak)Res f |z=ak

APLICAÇÃO ∫ ∞

−∞

x2

1 + x4
dx =

π
√

2
.
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