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Singularidades

PÓLO

DEFINIÇÃO

Uma singularidade isolada é dita um pólo se existem um inteiro positivo m e uma constante c ̸= 0 tais que
a função

g(z) =
{

(z − a)mf (z), z ̸= a,
c, z = a,

é analítica numa bola centrada em a. O inteiro m acima é único e chamado de ordem do pólo.
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Singularidades

TEOREMA

Seja f uma função analítica no anel Aa,r,R = {z ∈ C; r < |z − a| < R} Então,

f (z) =
+∞∑

n=−∞
an(z − a)n,

sendo

an =
1

2πi

∫
γ

f (z)
(z − a)n+1

dz, n ∈ Z,

em que γ(t) = a + ρeit, t ∈ [0, 2π], r < ρ < R.

TEOREMA

Seja f uma função analítica numa região Ω exceto em um número finito de singularidades isoladas
a1, a2, . . . , am. Considere γ uma curva suave e fechada tal que não passar por nenhum dos pontos acima e
γ ≈ 0 em Ω. Nestas condições,

1
2πi

∫
γ

f (z)dz =
m∑

k=1

n(γ, ak)Res f |z=ak
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Aplicações

DEFINIÇÃO

Uma função f : Ω → C é dita meromorfa quando for analítica em Ω, com exceção de seus pólos.

TEOREMA (PRINCÍPIO DO ARGUMENTO)
Sejam f uma função meromorfa numa região Ω e considere

z1, z2, . . . zn

o conjunto de seus zeros e
p1, p2, . . . , pm

o conjunto de seus pólos. Considere γ uma curva suave e fechada tal que não passar por nenhum dos
pontos acima e γ ≈ 0 em Ω. Nestas condições,

1
2πi

∫
γ

f ′(z)
f (z)

dz =
n∑

k=1

n(γ, zk)−
m∑

j=1

n(γ, pj)
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Aplicações

TEOREMA (ROUCHÉ)
Sejam f e g duas funções meromorfas numa aberto contendo B[a,R] que não possuam zeros e pólos em
γ = {z; |z − a| = R}. Sejam Zf , Zg,Pf ,Pg os números de zeros e pólos destas funções dentro de γ. Se

|f (z)− g(z)| < |f (z)|+ |g(z)|, z ∈ γ,

então
Zf − Pf = Zg − Pg.

TEOREMA (FUNDAMENTAL DA ÁLGEBRA)
Todo polinômio não constante de ordem n possui n raízes.
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