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Funcoes analiticas

DIFERENCIABILIDADE

DEFINICAO

Sejam G C C. Dizemos que f : G — C ¢ diferencidvel num ponto a € G se existe o limite

fla+h) —f(a)

f'(a) = lim
h—0 h
v
DEFINICAO
Uma fung@o f : G — C ¢ analitica em G se for continuamente diferencidvel em G.
v
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CAUCHY-RIEAMANN

@ Dada uma fungdo analitica f : G — C, defina
u(x,y) = Ref(x +iy) e v(x,y) = Imf (x + iy),

paraz =x+1iy € G.

@ Um conjunto G C C é dito conexo se o0s tinicos subconjuntos de G simultaneamente abertos e
fechados s3o G e ). (Veja se¢do 2 do capitulo 1 do Conway).

@ Um conjunto G C C aberto e conexo serd chamado de regido.
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CAUCHY-RIEAMANN

@ Dada uma fungdo analitica f : G — C, defina
u(x,y) = Ref(x +iy) e v(x,y) = Imf (x + iy),

paraz =x+1iy € G.

@ Um conjunto G C C é dito conexo se o0s tinicos subconjuntos de G simultaneamente abertos e
fechados s3o G e ). (Veja se¢do 2 do capitulo 1 do Conway).

@ Um conjunto G C C aberto e conexo serd chamado de regido.

TEOREMA 1

Sejam u e v fungdes definidas numa regidio G a valores reais de classe C'. Nestas condigdes, a fungio
f: G — C dada por
f(2) = u(z) + iv(z)

¢é analitica se, e somente se, sdo vélidas as equacdes (de Cauchy-Rieamann)

Oxut = Oyv e Oyu = —0Oxv
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eamann

DEMONSTRACAO
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s de Cauchy-Rieamann

DEMONSTRACAO

PROPOSICAO 1
Sejaf : G — C uma funcdo diferencidvel no aberto G. Nestas condi¢des, sao vilidas as equacoes de
Cauchy-Rieamann.
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Equacdes de Cauchy-Rieamann

DEMONSTRACAO

PROPOSICAO 1
Sejaf : G — C uma funcdo diferencidvel no aberto G. Nestas condi¢des, sao vilidas as equacoes de
Cauchy-Rieamann.

EXEMPLO
@ A fungio f(z) = Z ndo é dif em ponto algum.

@ A fungiof(z) = f(x + iy) = |xy|'/? ndo é dif em z = 0.
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Equacdes de Cauchy-Rieamann

DEMONSTRACAO

PROPOSICAO 1

Sejaf : G — C uma funcdo diferencidvel no aberto G. Nestas condi¢des, sao vilidas as equacoes de
Cauchy-Rieamann.

EXEMPLO
@ A fungio f(z) = Z ndo é dif em ponto algum.
@ A fungiof(z) = f(x + iy) = |xy|'/? ndo é dif em z = 0.

v
PROPOSICAO 2
Considere uma fungio f = u + iv definida num aberto G C C tal que u, v sido fungdes de classe C' a
valores reais. Se u e v satisfazem as equacdes de Cauchy-Rieamann num ponto zg € G, entdo f é
diferencidvel em z(.
v
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DEM: (PROP 2)

@ Defina

donde

Avila (UFPR)

Equacoes de Cauchy-Rieamann

0,
c= —f(z()):a+ib,

Ox
Ou Ov ov
- = == b= =
a= = (z0) o (z0) € o (z0)
MATE 7005
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DEM: (PROP 2)

@ Defina 9
= é(ZO) :a+ib7
donde 8 8 5 5
u v \ u
= — = — b= — = _—
a= (20) o (20) € o (z0) o (z0)

@ Tomemos z = x + iy € B(z9,r) C G, com z # zo.
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Equacoes de Cauchy-Rieamann

DEM: (PROP 2)

@ Defina 9
¢ = é(ZO) = a+ib7
donde 8 8 5 5
u v v u
== == b= - _=
a= (20) o (20) € o (z0) o (z0)
@ Tomemos z = x + iy € B(z9,r) C G, com z # zo.
@ Existem &;, 1, az, [3; tais que
Ou
x,3) — ulao,) = S (€)(x — o)
X
Ou
u(xo, y) — u(xo, yo) = af(nz)(y — )
y
ov
53) = ¥(0,3) = 2 (@) = x0)
X
ov
v(x0,¥) = v(x0,30) = = (B:) (v = o)
y
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Equacoes de Cauchy-Rieamann

@ Segue disto que

u(e) = u(a0) = FE(E) = 30) + 5 (1) =)
(2 = () = (@)= 30) + (B =)
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Equacoes de Cauchy-Rieamann

@ Segue disto que

u(e) = u(a0) = FE(E) = 30) + 5 (1) =)

Q) =) = T (@)= x0) + S (B =)
x y

@ Mais ainda,

16 =1t = e 20) = [ (5160 = Jota ) +1 (ot - Setan) ) | =)
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eamann

APLICACAO

TEOREMA

Seja f : G — C uma fungéo analitica na regido G. Se |f| é constante, entdo f é constante.
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