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Funções analíticas

DIFERENCIABILIDADE

DEFINIÇÃO

Sejam G ⊂ C. Dizemos que f : G → C é diferenciável num ponto a ∈ G se existe o limite

f ′(a) = lim
h→0

f (a + h)− f (a)
h

DEFINIÇÃO

Uma função f : G → C é analítica em G se for continuamente diferenciável em G.
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Equações de Cauchy-Rieamann

CAUCHY-RIEAMANN

Dada uma função analítica f : G → C, defina

u(x, y) = Ref (x + iy) e v(x, y) = Imf (x + iy),

para z = x + iy ∈ G.

Um conjunto G ⊂ C é dito conexo se os únicos subconjuntos de G simultaneamente abertos e
fechados são G e ∅. (Veja seção 2 do capítulo 1 do Conway).

Um conjunto G ⊂ C aberto e conexo será chamado de região.

TEOREMA 1
Sejam u e v funções definidas numa região G a valores reais de classe C1. Nestas condições, a função
f : G → C dada por

f (z) = u(z) + iv(z)

é analítica se, e somente se, são válidas as equações (de Cauchy-Rieamann)

∂xu = ∂yv e ∂yu = −∂xv
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Equações de Cauchy-Rieamann

DEMONSTRAÇÃO

PROPOSIÇÃO 1
Seja f : G → C uma função diferenciável no aberto G. Nestas condições, são válidas as equações de
Cauchy-Rieamann.

EXEMPLO

A função f (z) = z não é dif em ponto algum.

A função f (z) = f (x + iy) = |xy|1/2 não é dif em z = 0.

PROPOSIÇÃO 2
Considere uma função f = u + iv definida num aberto G ⊂ C tal que u, v são funções de classe C1 a
valores reais. Se u e v satisfazem as equações de Cauchy-Rieamann num ponto z0 ∈ G, então f é
diferenciável em z0.
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Equações de Cauchy-Rieamann

DEM: (PROP 2)

Defina

c =
∂f
∂x

(z0) = a + ib,

donde

a =
∂u
∂x

(z0) =
∂v
∂y

(z0) e b =
∂v
∂x

(z0) = −
∂u
∂y

(z0)

Tomemos z = x + iy ∈ B(z0, r) ⊂ G, com z ̸= z0.

Existem ξz, ηz, αz, βz tais que

u(x, y)− u(x0, y) =
∂u
∂x

(ξz)(x − x0)

u(x0, y)− u(x0, y0) =
∂u
∂y

(ηz)(y − y0)

v(x, y)− v(x0, y) =
∂v
∂x

(αz)(x − x0)

v(x0, y)− v(x0, y0) =
∂v
∂y

(βz)(y − y0)
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Equações de Cauchy-Rieamann

Segue disto que

u(z)− u(z0) =
∂u
∂x

(ξz)(x − x0) +
∂u
∂y

(ηz)(y − y0)

v(z)− v(z0) =
∂v
∂x

(αz)(x − x0) +
∂v
∂y

(βz)(y − y0)

Mais ainda,

f (z)− f (z0)− c(z − z0) =

[(
∂u
∂x

(ξz)−
∂u
∂x

(z0)

)
+ i

(
∂v
∂x

(αz)−
∂v
∂x

(z0)

)]
(x − x0)

+

[(
∂u
∂y

(ηz)−
∂u
∂y

(z0)

)
+ i

(
∂v
∂y

(βz)−
∂v
∂y

(z0)

)]
(y − y0)
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Equações de Cauchy-Rieamann

APLICAÇÃO

TEOREMA

Seja f : G → C uma função analítica na região G. Se |f | é constante, então f é constante.
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