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Integrais

FUNCOES EM INTERVALOS

@ Recordemos que dada uma fungdo f : [a,b] C R — C, podemos escrever

f(0) = u(®) + iv(1),

com u, v fungdes a valores reais.

DEFINICAO

Dizemos que f : [a,b] C R — C é integrdvel em [a, b] se ambas u e v o sdo. Neste caso, definimos

/ahf(t)dl = /ab u(r)de + i/ab v(t)dt

@ Assumiremos que toda fungdo ¢ : [a,b] C R — R limitada e continua por partes ¢ integrével.

Assim, se f : [a,b] C R — C é limitada e continua por partes, entdo € integrével.
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DEFINICAO

Uma curva no plano complexo é uma fungdo continua v : [a,b] C R — C. O trago de v é sua imagem.
Dizemos que ~y é:

@ simples se
a<t<s<b= ~(t) #~(s), amenosque r=a e s = b;

fechada se v(a) = v(b);
contorno se é fechado e simples;

suave se € derivavel e 7/ € continua;

regular se v/ (t) # 0, para cada t;
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Integrais sob caminhos

INTEGRAIS SOBRE CURVAS

DEFINICAO

Sejam v : [a,b] — © C C uma curva suave e f :  — C uma fungdo continua. A integral de f sobre ~ &,
por defini¢@o, o niimero

b
Vdz = "(£)dt.
/y F@)de / Fe@) (1)t
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Integrais sob caminhos

PROPOSICAO 1

Sejam v : [a, b] — ©Q C C uma curva suave, f, g : 2 — C uma fungdes continuas e A € C. Entéo

A dz = d A dz.
[/ £(2) + M)z / f(2)dz + / ¢(2)dz

PROPOSICAO 2

Sejam 7y : [a,b] — © C C uma curva suave ¢ ¢ : [c,d] — [a, b] uma mudanga de pardmetros e 3 a
reparametrizagio. Nestas condigdes,

) Jf@dz, se /(1) >0,
/'yf(Z)dz B { - fﬂf(z)dz, se /(1) <0,

DEFINICAO

Sejay : [a,b] — © C C uma curva obtida da justaposicdo de curvas suaves yj,j = 1, ..., k. Dada uma
fungdo f : 2 — C continua, defini-se
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Integrais sob caminhos

COMPRIMENTO DE CURVA

DEFINICAO
Seja~y : [a,b] — © C C uma curva suave. Definimos o nimero (comprimento de ) pondo

b
0y) = / I (O)lde.

Em particular, se v € uma justaposi¢do de curvas suaves v;,j = 1,.. ., k, entdo

k k b
() =3t =Y [ .
j=1 j=1"4
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Integrais sob caminhos

COMPRIMENTO DE CURVA

DEFINICAO

Seja~y : [a,b] — © C C uma curva suave. Definimos o nimero (comprimento de ) pondo

b
0y) = / I (O)lde.

Em particular, se v € uma justaposi¢do de curvas suaves v;,j = 1,.. ., k, entdo

k k b
() =Yt =Y [
=1 j=17a

EXEMPLOS
@ Paraacurvay(t) = zo + Re, t € [0,2n] temos £(7) = 27R.
@ Paraacurvay(t) =tz + (1 — t)w, t € [0, 1] temos £(y) = |z — w|.
@ Paraacurvay(t) = (1/2 4+ cos(t))e’, t € [0,2n] temos £(y) = 8.
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@ Uma justaposi¢@o de caminhos suaves serd chamada de caminho.

PROPOSICAO

Sejam v : [a, b] — € um caminho e f : 2 — C uma fungio continua. Nestas condigdes,

[y f(2)dz

em que v* denota o trago de . Em particular, se |f(z)| < M, para todo z € €2, entdo

Af(z)dz

< ML(y).
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Integrais sob caminhos

@ Uma justaposi¢@o de caminhos suaves serd chamada de caminho.

PROPOSICAO

Sejam v : [a, b] — € um caminho e f : 2 — C uma fungio continua. Nestas condigdes,

[y f(2)dz

em que v* denota o trago de . Em particular, se |f(z)| < M, para todo z € €2, entdo

Af(z)dz

< ML(y).

EXEMPLOS
@ Se~(t) = Re'",t € [0, 7], temos
< 7R

/Z"dz
"

@ Se(f) =Re",t € [0,27], R > 1, temos

[
7 .
N
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Integrais sob caminhos

COMPRIMENTO DE ARCO

DEFINICAO
Sejam 7 : [a,b] — C um caminho e f : C — C uma fungéo continua sobre |y|. A integral de f sobre 0

com respeito ao comprimento de arco por

b
/ F()lde] = / FA@) (0l
o a

o) = / 2]
.

Em particular, note que
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Integrais sob caminhos

COMPRIMENTO DE ARCO

DEFINICAO
Sejam 7 : [a,b] — C um caminho e f : C — C uma fungéo continua sobre |y|. A integral de f sobre 0
com respeito ao comprimento de arco por

b
/ﬂmm:/fmmwmw
o a

Em particular, note que

aw:/m|
vy

PROPOSICAO
Sejam v : [a,b] — C um caminho e f : C — C uma fungéo continua sobre |y|. Nestas condigdes

dz| < dz|.
Aﬂ@z_ﬂwmm
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PRIMITIVAS

DEFINICAO

Dada uma funcéo f : Q — C, dizemos que F : 2 — C € uma primitiva de f se F € analiticaem 2 e

F'(z) =f(2), V2 € Q.
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Integrais sob caminhos

PRIMITIVAS

DEFINICAO
Dada uma funcéo f : Q — C, dizemos que F : 2 — C € uma primitiva de f se F € analiticaem 2 e

F'(z) =f(2), V2 € Q.

PROPOSICAO

Sejam 7 : [a, b] — € um caminho e f : 2 — C uma fungdo continua. Se F é uma primitiva de f, entdo
condigdes

[ £ = o) - Fr(a)).
:

Em particular, se v € fechada, entdo

A f(2)dz = 0.
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