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Integrais

FUNÇÕES EM INTERVALOS

Recordemos que dada uma função f : [a, b] ⊂ R → C, podemos escrever

f (t) = u(t) + iv(t),

com u, v funções a valores reais.

DEFINIÇÃO

Dizemos que f : [a, b] ⊂ R → C é integrável em [a, b] se ambas u e v o são. Neste caso, definimos∫ b

a
f (t)dt .

=

∫ b

a
u(t)dt + i

∫ b

a
v(t)dt

Assumiremos que toda função φ : [a, b] ⊂ R → R limitada e contínua por partes é integrável.
Assim, se f : [a, b] ⊂ R → C é limitada e contínua por partes, então é integrável.
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Curvas no plano complexo

DEFINIÇÃO

Uma curva no plano complexo é uma função contínua γ : [a, b] ⊂ R → C. O traço de γ é sua imagem.
Dizemos que γ é:

simples se
a ≤ t < s ≤ b =⇒ γ(t) ̸= γ(s), a menos que t = a e s = b;

fechada se γ(a) = γ(b);

contorno se é fechado e simples;

suave se é derivável e γ′ é contínua;

regular se γ′(t) ̸= 0, para cada t;
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Integrais sob caminhos

INTEGRAIS SOBRE CURVAS

DEFINIÇÃO

Sejam γ : [a, b] → Ω ⊂ C uma curva suave e f : Ω → C uma função contínua. A integral de f sobre γ é,
por definição, o número ∫

γ
f (z)dz =

∫ b

a
f (γ(t))γ′(t)dt.
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Integrais sob caminhos

PROPOSIÇÃO 1
Sejam γ : [a, b] → Ω ⊂ C uma curva suave, f , g : Ω → C uma funções contínuas e λ ∈ C. Então∫

γ
f (z) + λg(z)dz =

∫
γ

f (z)dz + λ

∫
γ

g(z)dz.

PROPOSIÇÃO 2
Sejam γ : [a, b] → Ω ⊂ C uma curva suave e φ : [c, d] → [a, b] uma mudança de parâmetros e β a
reparametrização. Nestas condições,∫

γ
f (z)dz =

{ ∫
β f (z)dz, se φ′(t) > 0,

−
∫
β f (z)dz, se φ′(t) < 0,

DEFINIÇÃO

Seja γ : [a, b] → Ω ⊂ C uma curva obtida da justaposição de curvas suaves γj, j = 1, . . . , k. Dada uma
função f : Ω → C contínua, defini-se

∫
γ

f (z)dz =
k∑

j=1

∫
γj

f (z)dz
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Integrais sob caminhos

COMPRIMENTO DE CURVA

DEFINIÇÃO

Seja γ : [a, b] → Ω ⊂ C uma curva suave. Definimos o número (comprimento de γ) pondo

ℓ(γ) =

∫ b

a
|γ′(t)|dt.

Em particular, se γ é uma justaposição de curvas suaves γj, j = 1, . . . , k, então

ℓ(γ) =
k∑

j=1

ℓ(γk) =
k∑

j=1

∫ b

a
|γ′

j (t)|dt.

EXEMPLOS

Para a curva γ(t) = z0 + Reit , t ∈ [0, 2π] temos ℓ(γ) = 2πR.

Para a curva γ(t) = tz + (1 − t)w, t ∈ [0, 1] temos ℓ(γ) = |z − w|.
Para a curva γ(t) = (1/2 + cos(t))eit , t ∈ [0, 2π] temos ℓ(γ) = 8.
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Integrais sob caminhos

Uma justaposição de caminhos suaves será chamada de caminho.

PROPOSIÇÃO

Sejam γ : [a, b] → Ω um caminho e f : Ω → C uma função contínua. Nestas condições,∣∣∣∣∫
γ

f (z)dz
∣∣∣∣ ≤ ℓ(γ)max

t∈γ∗
|f (z)|,

em que γ∗ denota o traço de γ. Em particular, se |f (z)| ≤ M, para todo z ∈ Ω, então∣∣∣∣∫
γ

f (z)dz
∣∣∣∣ ≤ Mℓ(γ).

EXEMPLOS

Se γ(t) = Reit , t ∈ [0, π], temos ∣∣∣∣∫
γ

zndz
∣∣∣∣ ≤ πRn+1.

Se γ(t) = Reit , t ∈ [0, 2π], R > 1, temos∣∣∣∣∫
γ

1
z4 + 1

dz
∣∣∣∣ ≤ 2π

R
R4 − 1

.
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Integrais sob caminhos

COMPRIMENTO DE ARCO

DEFINIÇÃO

Sejam γ : [a, b] → C um caminho e f : C → C uma função contínua sobre |γ|. A integral de f sobre o γ
com respeito ao comprimento de arco por∫

γ
f (z)|dz| =

∫ b

a
f (γ(t))|γ′(t)|dt.

Em particular, note que

ℓ(γ) =

∫
γ
|dz|

PROPOSIÇÃO

Sejam γ : [a, b] → C um caminho e f : C → C uma função contínua sobre |γ|. Nestas condições∣∣∣∣∫
γ

f (z)dz
∣∣∣∣ ≤ ∫

γ
|f (z)||dz|.
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Integrais sob caminhos

PRIMITIVAS

DEFINIÇÃO

Dada uma função f : Ω → C, dizemos que F : Ω → C é uma primitiva de f se F é analítica em Ω e

F′(z) = f (z), ∀z ∈ Ω.

PROPOSIÇÃO

Sejam γ : [a, b] → Ω um caminho e f : Ω → C uma função contínua. Se F é uma primitiva de f , então
condições ∫

γ
f (z)dz = F(γ(b))− F(γ(a)).

Em particular, se γ é fechada, então ∫
γ

f (z)dz = 0.
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