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Integrais sob caminhos

INTEGRAIS SOBRE CURVAS

DEFINICAO
Sejam 7 : [a, b] — ©Q C C uma curva suave e f : £ — C uma fungio continua. A integral de f sobre v é,
por defini¢do, o nimero

b
/ Fle)de = / FOvO) (1)

DEFINICAO

Seja~y : [a,b] — ©Q C C uma curva obtida da justaposi¢do de curvas suaves yj, j = 1, ..., k. Dada uma
funcdo f : 2 — C continua, defini-se

A fR)dz = Z / )z

j=1"7

@ Uma justaposi¢do de caminhos suaves serd chamada de caminho.
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Formula Integral de Cauchy

FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY

TEOREMA (FORMULA INTEGRAL DE CAUCHY)

Sejas f : © — C uma fungdo analitica no aberto Q C C e Bla, r] C Q. Nestas condi¢des, dada a curva
V(1) =a+re", 1 € [0,27],
vale a igualdade

f(z)zzim_[yf(w) dw, |z—a| <r.

w—=2

TEOREMA

Seja f uma fungdo analitica em B(a, R). Nestas condigdes,
oo}
f@=> a(z—a)", [z—a| <R,
=0

sendo que esta série tem raio de convergéncia > R e

1
an = ﬁf(n) (a)
n:
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Formula Integral de Cauchy

COROLARIO
Sejaf :  — C analitica.
(a) Sea € G, entdo

f@) = a(z—a)", |z—a| <R = d(a,09).

n=0
(b) f € infinitamente diferencidvel.

(c) SeBla,r] C Q, entdo

n! Sw) ;
F(a) = %/ mdw7 ~y(t) = a+re", t € [0,27].
-
v
PROPOSICAO
Seja f é analitica em B(a, R) .
(a) Se|f(z)] < M,Vz € B(a,R), entdo
M
(n) n
@) <
(b) Se ~y é uma curva suave e fechada em B(a, R), entdo
/ f(z)dz = 0.
5
= - — - - 4 NJ
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Formula Integral de Cauchy

APLICACAO: CALCULO DE INTEGRAIS

Vamos calcular .
e"s ;
———dz,v(t) = 2¢", t € [0,27].
JEESTATC 0.21]

@ Note inicialmente que

1 i1 i1

241 2240 2z-1i
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Formula Integral de Cauchy
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v 7 T 7 Tz
/ Ze dzzi/e—_dz—i/ ¢ -dz
42+ 2 )y z+i 2 )yz—i

@ Assim,
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Formula Integral de Cauchy

APLICACAO: CALCULO DE INTEGRAIS
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———dz,v(t) = 2¢", t € [0,27].
JEESTATC 0.21]

@ Note inicialmente que
1 i1 i1

241 2240 2z-1i

v 7 T 7 Tz
/ Ze dzzi/e—_dz—i/ ¢ -dz
42+ 2 )y z+i 2 )yz—i

@ Aplicando a férmula de Cauchy para f(z) = ™ obtemos

eﬂ'l
/ 2_f_ldz:O
2

@ Assim,
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Zeros de Fungoe

DEFINICAO

Sejam f : £ — C uma fung@o analitica e @ € G. Dizemos que a € um zero de multiplicidade m > 1 se
existe uma funcdo analitica g : Q@ — C tal que f(z) = (z — a)"g(z), g(a) # 0.
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Zeros de Fungoes analiticas

DEFINICAO
Sejam f : £ — C uma fung@o analitica e @ € G. Dizemos que a € um zero de multiplicidade m > 1 se
existe uma funcdo analitica g : Q@ — C tal que f(z) = (z — a)"g(z), g(a) # 0.

v
PROPOSICAO
Se f ¢ uma fungdo inteira (isto ¢, analitica em C), entdo f(z) = >, a»2", com raio infinito.

v
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Zeros de Fungoes analiticas

DEFINICAO

Sejam f : 2 — C uma fungao analitica e a € G. Dizemos que a é um zero de multiplicidade m > 1 se
existe uma funcdo analitica g : Q@ — C tal que f(z) = (z — a)"g(z), g(a) # 0.

PROPOSICAO

Se f é uma fungéo inteira (isto &, analitica em C), entdo f(z) = Z;io ayz", com raio infinito.

TEOREMA(LIOUVILLE)

Se f € inteira e limitada, entdo € constante.
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Zeros de Fungoes analiticas

DEFINICAO

Sejam f : 2 — C uma fungao analitica e a € G. Dizemos que a é um zero de multiplicidade m > 1 se
existe uma funcdo analitica g : Q@ — C tal que f(z) = (z — a)"g(z), g(a) # 0.

PROPOSICAO

Se f ¢ uma fungdo inteira (isto ¢, analitica em C), entdo f(z) = >, a»2", com raio infinito.

TEOREMA(LIOUVILLE)

Se f € inteira e limitada, entdo € constante.

TEOREMA (FUNDAMENTAL DA ALGEBRA)

Todo polindmio nao constante possui zeros.
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Zeros de Fungoes analiticas

DEFINICAO

Sejam f : 2 — C uma fungao analitica e a € G. Dizemos que a é um zero de multiplicidade m > 1 se
existe uma funcdo analitica g : Q@ — C tal que f(z) = (z — a)"g(z), g(a) # 0.

PROPOSICAO

Se f ¢ uma fungdo inteira (isto ¢, analitica em C), entdo f(z) = >, a»2", com raio infinito.

TEOREMA(LIOUVILLE)

Se f € inteira e limitada, entdo € constante.

TEOREMA (FUNDAMENTAL DA ALGEBRA)

Todo polindmio nao constante possui zeros.

v
COROLARIO 1
Se p é um polindmio e aj, j = 1. ..m, sdo suas raizes e cada uma com multiplicidade ¢;, entdo
— . 4 14
p()=clz—a)™ ... (z—a)" )
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Zeros de Fungoes analiticas

DEFINICAO

SejaA C C. Dizemos que p € C é um ponto de acumulacio de A se, para cada € > 0 temos

(B(p,e) \{p}) NA # 0.
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DEFINICAO

SejaA C C. Dizemos que p € C é um ponto de acumulacio de A se, para cada € > 0 temos

(B(p,e) \{p}) NA # 0.

@ Mostra-se que p é um ponto de acumulagdo de A se, e somente se, existe uma sequéncia de pontos
Zn em A, ndo constante, tal que z; — p.
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Zeros de Fung

DEFINICAO

SejaA C C. Dizemos que p € C é um ponto de acumulacio de A se, para cada € > 0 temos

(B(p,e) \{p}) NA # 0.

@ Mostra-se que p é um ponto de acumulagdo de A se, e somente se, existe uma sequéncia de pontos
Zn em A, ndo constante, tal que z; — p.

TEOREMA

Sejam 2 C C umaregido e f : 2 — C uma fungdo analitica. As seguintes afirmacdes sdo equivalentes:
(a) f=0;
(b) existe a € 2 tal quef(”) (a) = 0, paratodon > 0.
(c) O conjunto Zr = {z € Q;f(z) = 0} possui ponto de acumulagdo em €2.
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COROLARIO 2

Sejam f, g duas funcdes analiticas numa regido 2. Nestas condicdes, f = g se, e somente se, 0 conjunto
{z € Q;f(z) = g(2)} possui ponto de acumulagdo em .
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Zeros de Fungoes analiticas

COROLARIO 2

Sejam f, g duas funcdes analiticas numa regido 2. Nestas condicdes, f = g se, e somente se, 0 conjunto
{z € Q;f(z) = g(2)} possui ponto de acumulagdo em .

COROLARIO 3

Seja f uma funcao analitica e nao identicamente nula numa regido 2. Nestas condi¢des, cada zero de f (se
existe) possui multiplicidade finita, isto é, se f(a) = 0, entdo existem n € N e uma fung¢do analitica g em

2 tal que
(@) = (z—a)"s(2), g(a) #0.
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Zeros de Fung

COROLARIO 2

Sejam f, g duas funcdes analiticas numa regido 2. Nestas condicdes, f = g se, e somente se, 0 conjunto
{z € Q;f(z) = g(2)} possui ponto de acumulagdo em .

COROLARIO 3

Seja f uma funcao analitica e nao identicamente nula numa regido 2. Nestas condi¢des, cada zero de f (se
existe) possui multiplicidade finita, isto é, se f(a) = 0, entdo existem n € N e uma fung¢do analitica g em

2 tal que
f(2) = (2= a)"¢(2), gla) # 0. )
COROLARIO 4
Seja f uma fun¢do analitica e ndo constante num aberto 2. Se f(a) = 0, entdo existe R > 0 tal que
F(2) #0, V2 € Ba,R) \ {a}.
v
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Zeros de Fungoes analiticas

COROLARIO 2

Sejam f, g duas funcdes analiticas numa regido 2. Nestas condicdes, f = g se, e somente se, 0 conjunto
{z € Q;f(z) = g(2)} possui ponto de acumulagdo em .

COROLARIO 3

Seja f uma funcao analitica e nao identicamente nula numa regido 2. Nestas condi¢des, cada zero de f (se
existe) possui multiplicidade finita, isto é, se f(a) = 0, entdo existem n € N e uma fung¢do analitica g em
2 tal que

(@) = (z—a)"s(2), g(a) #0.

v
COROLARIO 4
Seja f uma fun¢do analitica e ndo constante num aberto 2. Se f(a) = 0, entdo existe R > 0 tal que
f(z) #0, Vz € B(a,R) \ {a}.
v
TEOREMA (MODULO MAXIMO)
Seja f uma fun¢@o analitica numa regido €2 tal que
F@I < If(a)], vz € ©,
para algum a € (). Nestas condigdes, f € constante.
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