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LISTA 2

e O simbolo N indica um espago normado.

e O simbolo B indica um espaco de Banach.

Exercicio 1 Sejam N um espaco normado e H um espago de Hilbert. Mostre que se existe uma
transformacdo linear T : N — H isométrica e sobrejetiva, entdo N é um espago de Hilbert.

Exercicio 2 Mostre que os sequintes conjuntos sao abertos em R?
A={recR?:2|z|]| <3}, B={(z,y) cR*:2 <y}
Exercicio 3 Considere C'la,b] o conjunto das fungées de classe C' definidas em [a,b]. Defina

[Pller = sup [9()| + sup [¢'(2)].

t€[0,1] t€[0,1]
Mostre que (C'[a,b], || - ||c1) é Banach. Como deveria ser a norma em C¥[a,b]?
Exercicio 4 O espago C*[a,b] é Banach com a norma do sup?
Exercicio 5 Considere o conjunto Q = [a,b] X [a,b] xR e K : Q — R continua de modo que
|K(t,s,u) — K(t,s,v)] < Llu —v|, ¥Y(t,s,u),(ts,v) €Q,

com L > 0. Para ¢ € Cla,b] defina

T(0)(0) = o) + | Kt 0(5)ds

1. Use indugdo para mostrar que

L™t —a)"
IT"(HE) = T"(9) (O] < — I ~ gllo-
2. Para n grande temos que T™ é uma contracgao.
Exercicio 6 Considere Nj, j € {1,...,n} uma colegio de espagos normados. Mostre que todas as
normas em .
N -
j=1

sGo equivalentes.

Exercicio 7 Seja T : B — B linear e continuo com ||T"|| < 1, para algum n € N. Mostre que dado
n € B, existe inica solu¢ao do problema & — TE = 1.



Exercicio 8 Seja 1 : N'— R um funcional linear continuo tal que
Yz +y) =) +9(y).
Mostre que ¢ (ax) = ap(x), para cada o € R.

Exercicio 9 Seja ¢ : R — R derivdvel de forma que, ['(t)| < a < 1, para todo t € R. Mostre que ¢
¢ uma contragao. (Como generalizar para v : R™ — R"?)

Exercicio 10 Fizado a € R defina em C[—1,1] a aplicagio

1
fuld) = [ w0+ av(o).
1. Mostre que f, € C[—1,1]*.
2. Calcule || f]|.

Exercicio 11 Seja X um subespago fechado e proprio de N'. Se para T € B(N') tem-se (I —T)(N) C
X, mostre que dado o € (0,1), existe n € N, com ||n|| =1, de modo que

inf | Tz —Tn|| > o
xlgxllx nll = a

Exercicio 12 Seja f uma aplicagio linear f : N — K. Mostre que f € N* se, e somente se, Ker(f)
é fechado.

Exercicio 13 Verifigue se o niicleo a aplicagdo f: (€%, - ||«) — K dado por
neN
€ fechado.

Exercicio 14 Mostre que se T € B(N1,N3) entiao Ker(T) é fechado.
Exercicio 15 Sejam N um espag¢o normado (nao trivial) e N* seu dual. Entdo:
(i) se 0 £n e N, entio existe f € N* com f(n) =|n|| e | f]| =1.
(1) sen+#E&, entdo existe f € N* com f(n) # f(§).
(i11) se f(n) =0, para todo f € N*, entaon=0.
(i) se & €N, entio
/()]

1€l = sup .
oxfen= || fll

Exercicio 16 Mostre que se N* ¢ separdvel, entao N € separdvel.

Exercicio 17 Seja Z um subespago vetorial de N'. Mostre que todo funcional linear limitado em Z €
restrigiao de algum elemento de N*. Mostre que Z* = {f |z ; f € N*}.

Exercicio 18 Sejam X e Y dois espacos de Banach e T : X — 'Y linear, continuo e injetivo. Mostre
que T~ : T(X) — X € limtiado se, e somente se, T(X) ¢ fechado em Y.



Exercicio 19 Mostre que toda métrica d : M x M — R e toda norma || - || : N — R sdo fungoes
continuas.

Exercicio 20 Mostre que a imagem de um conjunto aberto por wma funcdo continua ndo é necessari-
amente aberto.

Exercicio 21 Mostre que o espago Cla,b] é completo com sua norma usual

[flloo = sup [f(z)].

z€[a,b]
O subespago Z = {f € Cla,b] : f(a) = f(b)} € completo? Justifique sua resposta.

Exercicio 22 Considere o espago vetorial C[0,1] com a norma

1
1l = /0 £ (2)] da.

Seja a, = % + %, considere a sequéncia e fungoes (fn)n>3 em C[0,1] dada por f, = 0 em [0,1/2],
fn=1em [an,1] e f, linear em [1/2,a,).

1. Mostre que (fy) é de Cauchy.
2. Use a sequéncia anterior para mostrar que C[0,1] ndao é completo.

3. Mostre que o espago C[0,1] também nao é completo com a norma

£l = (/01 @) d:c> "

Exercicio 23 Mostre que todo espaco normado (real ou complexo) de dimensdo finita € separdvel e
completo.

Exercicio 24 Considere o conjunto B = {e, = (dnk)ren : n € N}.
(a) Mostre que B ndo € uma base de Hamel para P, 1 < p < 0.
(b) Mostre que B nao é uma base de Schauder para >.

(c) Mostre que Ger(B) nao é fechado em (P, para 1 < p < 0.

Exercicio 25 Mostre que normas equivalentes num espaco vetorial induzem a mesma topologia, isto
€, se um conjunto € aberto com uma norma também serd aberto com uma norma equivalente.

Exercicio 26 Seja Q um aberto limitado de R™. Mostre que C(Q)) é um espaco de Banach com sua
norma usual || - ||co-

Exercicio 27 Seja X um espaco normado. Mostre que se Z é um subespaco vetorial de dimensdo
finita de X, entao ele é fechado e completo.

Exercicio 28 Seja T': D(T) C X — Y um operador Linear. Mostre que
1. Nu(T)={xz € D(T) : T(z) = 0} é um subespago vetorial de X.
2. Im(T)={Tx:x € D(T)} é um subespago vetorial de Y.



3. T ¢ injetiva se e somente se Nu(T) = {0}.
4. Se T ¢ injetiva, entdo T~' : Im(T) CY — X ¢ lincar.
Exercicio 29 Sejam T : X — Y e S:Y — Z operadores lineares bijetivos. Mostre que
(ST)™' =115t

Exercicio 30 Seja T : X — Y um operador linear em que X e Y sio de dimensdo finita e dim(X) =
dim(Y"). Mostre que T € injetiva se, e somente se, for sobrejetiva.

Exercicio 31 Considere o operador “shift 4 direita” S : (P — (P dado por
S(z) = (0,x1,22,...) para x=(x1,x2,...).
S define um isomorfismo isométrico de P em (P?

Exercicio 32 Considere duas normas equivalentes || - ||1 e || - ||2 num espago vetorial X. Mostre que
(X, ]| - 1l1) € um espaco de Banach se, e somente se, (X, | -||2) € um espaco de Banach.

Exercicio 33 Considere o espaco vetorial
Co(R)={f:R —=R: f ¢é continua e limitada}

com a norma ||f|leo = supyer |f(x)|. Para r > 0 firado, mostre que a aplicaciéo T : Cp(R) — Cp(R)
dado por (Tf)(z) = f(x —r) é um operador linear limitado. Encontre ||T||.

Exercicio 34 Seja T : D(T) C X — Y um operador linear. Se existe € > 0 tal que | Tx| > €||z|| para
todo x € D(T), mostre que T ¢ injetivo e que seu inverso T~ : Im(T) CY — X ¢ um operador linear
limitado tal que ||[T~Y| < 1/e.

Exercicio 35 Seja T : X — Y um operador linear limitado. Mostre que

Tz
sup 22— gop |7l = sup (1Tl
a0 [zl jey=1 o<1

Exercicio 36 Mostre que a aplicagcao

T
17 = sup 1221
x#£0 H$||

é uma norma no espaco vetorial B(X;Y) = {T : X — Y : T ¢ linear limitado }. E verdade que
B(X;Y) é Banach?

Exercicio 37 Mostre que o operador f : Cla,b] — R dado por Tx = z(a) é um funcional linear
limitado. Calcule | f]|.

Exercicio 38 Seja f um funcional linear definido em R2.
(a) Mostre que existem a,b € R tal que f(x,y) = ax + by para todo (z,y) € R2.

(b) Para 1 < p < oo considere R? com a norma || - ||,. Calcule || f]|-



Exercicio 39 Considere o operador linear T : C|0,1] — C[0, 1] dado por

(a) Mostre que T € injetivo e encontre Im(T).

(b) Mostre que o operador linear T—' : Im(T) C C[0,1] — C[0, 1] ndo ¢ limitado.

Exercicio 40 Sejam N um espago de Banach ¢ T € B(N;N), com || T < 1.

o0
1. Mostre que o operador ZT" € o wnverso de I —T.

n=0
2. Mostre que (I —T)~' ¢ um operador limitado e que

1
17|

I —1)~") <



