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Aula de hoje: Aplicações do Teorema de Hahn-Banach
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Hahn-Banach

O TEOREMA DE HAHN-BANACH-COMPLEXO

TEOREMA(HAHN-BANACH-C)
Seja X um espaço vetorial real ou complexo e p : X→ R uma função que satisfaz

p(x + y) ≤ p(x) + p(y), p(αx) = |α|p(x), ∀x, y ∈ X, ∀α ∈ K

Se f é um funcional linear definido sobre um subespaço Z de X tal que

|f (x)| ≤ p(x) para todo x ∈ Z,

então f tem uma extensão linear f̃ tal que,

|̃f (x)| ≤ p(x) para todo x ∈ X.

TEOREMA

Seja X um espaço normado. Todo funcional linear limitado f definido sobre um subespaço Z
de X tem uma extensão linear limitada f̃ definida em todo X tal que

‖f̃‖ = ‖f‖.
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Hahn-Banach Aplicações de Hahn-Banach

TEOREMA

Seja X um espaço normado.

(a) Dado x0 ∈ X \ {0}, existe F ∈ X∗ tal que

‖F‖ = 1 e F(x0) = ‖x0‖.

(b) Para x ∈ X tem-se

‖x‖ = sup
06=f∈X∗

|f (x)|
‖f‖ .

Portanto, se f (x0) = 0, ∀f ∈ X∗, então x0 = 0.

(c) Seja Y um subespaço fechado próprio de X. Dado x0 ∈ X \ Y , existe F ∈ X∗ tal que

‖F‖ = 1, F|Y ≡ 0, F(x0) = d(x0, Y) = inf
y∈Y
‖x0 − y‖.

(d) Se X é não trivial e B(X,N ) é Banch, entãoN é Banach.

(e) Se X∗ é separável, então X é separável.
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Operadores adjuntos em espaços normados

OPERADOR ADJUNTO DE BANACH

TEOREMA

SejamN1 eN2 dois espaços normados. Dado T ∈ B(N1,N2) fica bem definida a aplicação
linear

Ta : N ∗2 → N ∗1 ,
tal que para cada g ∈ N ∗2 associa a um elemento Tag ∈ N ∗1 definido por

(Tag)(ξ) = g(Tξ), ∀ ∈ N1.

Mais ainda, Ta ∈ B(N ∗2 ,N ∗1 ) e

‖Ta‖B(N∗
2 ,N∗

1 ) = ‖T‖B(N1,N2).

DEFINIÇÃO

SejamN1 eN2 dois espaços normados. Dado T ∈ B(N1,N2), o operardor Ta ∈ B(N ∗2 ,N ∗1 )
definido acima é dito o operador adjunto de Banach de T .
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Operadores adjuntos em espaços normados

EXERCÍCIO

Sejam T, S ∈ B(N1,N2). Então:

(a) (T + S)a = Ta + Sa;

(b) (λT)a = λTa;

(c) Se a composta T ◦ S está bem definida, então (T ◦ S)a = Sa ◦ Ta.

(d) Se T−1 ∈ B(N2,N1), então (T−1)a = (Ta)−1.
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Operadores adjuntos em espaços normados

COMPARAÇÃO COM O ADJUNTO DE HILBERT

RELEMBRANDO

Dado T ∈ B(H1,H2), existe um único T∗ ∈ B(H2,H1) tal que

〈Tx, y〉 = 〈x, T∗y〉, ∀x ∈ H1, ∀y ∈ H2.

Além disso, ‖T∗‖ = ‖T‖.
Pela representação de Riez, ficam bem definidos Ψj : H∗j → Hj, definido s por

H∗j 3 f 7→ xf ∈ Hj,

TEOREMA

SejamH1 eH2 espaços de Hilbert e T ∈ B(H1,H2) e Ψj os operadores de representação de
Riez. Então,

Ta = Ψ−1
1 ◦ T∗ ◦Ψ2.
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Espaços reflexivos

APLICAÇÃO CANÔNICA

SejaN um espaço normado. Considere a aplicação

Λ : N → N ∗∗

tal que a cada x ∈ N associa um Λx ∈ N ∗∗ da seguinte forma:

(Λx)f .
= f (x), ∀f ∈ N ∗.

A aplicação Λ está bem definida.

Λ é linear.

Λ é uma isometria.

DEFINIÇÃO

Dizemos que um espço normadoN é reflexivo se a aplicação Λ é sobrejetiva.

Todo espaço normado reflexivo é completo.

Todo espaço de Hilbert é reflexivo
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Espaços reflexivos

EXEMPLOS

`p é reflexivo para 1 < p <∞.

O subespaço normado `∞0 = {x = (xn) : xn → 0} de `∞ não é reflexivo.

O espaço vetorial C[a, b] com a norma

‖f‖ =

∫ b

a
|f (x)| dx

não é reflexivo, pois não é completo.
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