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Aula 11 - 11/02

11 DE FEVEREIRO

Aula de hoje: Limitagdo Uniforme e Convergéncia Fraca

@ Teorema de Baire

@ Principio da Limitacdo Uniforme (Banach-Steinhaus)

@ Convergéncia Fraca
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Teorema de Baire

QUANTIFICANDO CONJUNTOS....

DEFINICAO
Sejam 2" um espago topolégico e A C 2" um subconjunto. Dizemos que A é:

(i) raroem 2 seint(A) = 0;

(ii) magro em 2 se ele estd contido numa unido contdvel de conjuntos raros.

@ QémagroemR.

@ Em 2 = Cla, b], tem-se que o conjunto .A das fungdes que possuem derivada em algum
ponto é magro.

TEOREMA (CATEGORIA DE BAIRE)

Seja M # () espago métrico completo. Se { Fx }ren € uma sequéncia de subconjuntos fechados

M= G Fy,
k=1

entdo int(Fy) # () para algum k € N. Isto é, espagos métricos completos néo vazios sio
conjuntos “ndo magros”.

de M tal que

v
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Teorema de Baire

LIMITACAO UNIFORME

TEOREMA (PRICIPIO DA LIMITACAO UNIFORME)
Seja {T»} res uma colegdo de operadores em B(3, ') que é pontualmente limitada, isto &,
paracada £ € B tem-se

sup{||Txa&||} < oo.

N

Nestas condigdes, tal familia é uniformemente limitada, ou seja,

sup{[|7x[[} < oc.
NS

@ Note que a hipétese pontualmente limitada diz que, para cada x € B, existe Cy

satisfazendo
|Tx|| < Cy, VA € J.

@ Por outro lado, a conclusdo diz que existe C > 0 satsifazendo

>l < C, YA €.

MATE-7007 Verdo 2022 - PPGM-UFPR 4/9

Avila (UFPR)




Teorema de Baire

TEOREMA DE BANACH-STEINHAUS

TEOREMA (BANACH-STEINHAUS)
Seja {T;};en uma sequéncia em B(BB, /) satisfazendo a seguinte propriedade:
* para cada £ € B, existe o limite lim; o T;€.

Nestas condigdes, sup;cy ||7j|| < oo. Mais ainda, a aplicagio 7' : B — A dada por

T¢ = lim Ti¢
_]—)OO

pertence a B(3, V). Além disso,
7|l < liminf ||T,]|.
n— oo
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Convergéncia fraca

CONVERGENCIA FRACA

DEFINICAO
Sejam {x, }nen C N uma sequéncia e x € A/ um ponto qualquer.

@ Dizemos que {x,} converge fortemente para x se ||x, — x|| — 0. Neste caso,
S
€SCreveremos X, — Xo.

@ Dizemos que {x,} converge fracamente para x se vale a seguinte propriedade.

lim f(x,) = f(x0), Vf € N

n—oo

w
Neste caso, escreveremos x, — Xo.
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TEOREMA

Sejam {x, }nen C N uma sequéncia e x € A/ um ponto qualquer.
(@) Xy —> xexX, —> y, entido x = y.
(b) Se x, — x, entdo {x,} & limitada.

(c) x,,i>x=>x,,l>x

OBSERVACAO

Em geral, convergéncia fraca nao implica convergéncia forte. Por exemplo, basta considerar
sequéncia ortonormal {e, } num espago de Hilbert .

PROPOSICAO

Se dim(N') < oo, entdo convergéncia fraca implica em convergéncia forte.
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Convergéncia fraca

CONVERGENCIAS EM ESPACOS DE OPERADORES LINEARES

DEFINICAO
Dados dois espagos normados N; e N> defini-se:
LN,N2) ={T: N\ = N3; talque T é linear}
BN, N2) ={T € L(N1,N>); talque T ¢ limitado}.
Dados uma sequéncia {T,,} em L(N;,N2) e T € L(N1, N2) dizemos que:
(i) {T.} converge uniformemente para T, se T, — T forte em B(N1,N2);
(ii) {T} converge pontualmente para T, se T,x — Tx em N para cada x € N;
(iii) {T,} converge pontualmente fraco para T, se T,x — Tx fracamente em A para cada

x e N

@ Note que (i) = (ii) = (iii)
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Convergéncia fraca Topologia fraca*

TOPOLOGIA FRACA*

DEFINICAO

Seja {f, }nen uma sequéncia em N*. Dizemos que f;, converge fraco* para f € N se:

lim f,(x) = f(x), Vx € N.

n—o00

.
w
Neste caso, escreve-se f, — f.

@ Note que em A" vale:

convergéncia uniforme = convergéncia fraca = convergéncia fraca*.

TEOREMA (COMPACIDADE SEQUENCIAL FRACA)

Num espago reflexivo N toda sequéncia sequéncia limitada admite uma subsequéncia
fracamente convergente.

TEOREMA (COMPACIDADE SEQUENCIAL FRACA*) - (ALAOGLU-SEPARAVEL)

Se N ¢é separével , entdo toda sequéncia limitada em A" possui uma subsequéncia fraca*
convergente.

v
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