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17 DE JANEIRO

Aula de hoje: Espacos normados - Completamento

@ Completamento de espagos métricos.
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Relembrando

METRICA

DEFINICAO (METRICA)

Seja M um conjunto. Uma métrica (ou distancia) em M é uma fungdod : M X M — R que
satisfaz os seguintes axiomas:

(D1) d(x,y) >0, Vx,y € M.

(D1) d(x,y) =0 <= x=y.

(D3) d(x,

(D4) d(x,y) < d(x,z) + d(z,y) para todo x,y,z € M. (Desigualdade Triangular)

y) = d(y,x) paratodo x,y € M. (Simetria)

@ Um conjunto M munido de uma métrica d é chamado de Espaco Métrico e quando seja
necessdrio este serd denotado por (M, d).
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Relembrando

ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO (NORMA)
Uma norma num espago vetorial V é uma fun¢do N : V — R que satisfaz as seguintes
propriedades:

(N1) N (x) >0, Vx € V, valendo a igualdade se, e somente se, x = 0.

(N2) N(X-x) =|AN(x), paratodo A € Ke paratodox € V;
(N3) N(x+y) <N(x)+N(), Vx,y € V.
@ O par (V,N) é dito ser um espaco normado. Por vezes, utilizaremos a nota¢o
N@) =[xl

@ Num espaco normado (V, N') tem-se a métrica (induzida por N):

d(x,y) = llx =y~
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Relembrando

ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

DEFINICAO (PRODUTO INTERNO)

Seja V um espago vetorial sobre o corpo de escalares K (K = R ou C). Um produto interno
em V é uma fungéo (-, -) : V x ¥V — K que satisfaz as seguintes propriedades:

(P1) {(x,x) # 0, para todo x # 0,

(P2) (x,y) = (y,x) paratodo x,y € V,

(P3) (ax+y,2) = afx,y) + (y,w), paratodo x,y,z € Ve todo o € K.

Um espago vetorial V munido de um produto interno (-, -) é chamado de Espaco com produto
interno e quando necessdrio usaremos a notagdo (V, (-, )).

@ Em (V, (-, -)) sempre iremos considerar a norma induzida:
= [l = v xx)

@ Cauchy-Schwarz: |(x,y)| < ||x|| ||y||, para todo x,y € V. A igualdade é vilida se, e
somente se, {x,y} élL.d.
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Relembrando

SEQUENCIAS CONVERGENTES E DE CAUCHY

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M converge para x € M se: dado € > 0 existe nyp € N tal
que
Xn € Be(x), Vn > no.

SEQUENCIA DE CAUCHY

Dizemos que uma sequéncia {x,} C M é de Cauchy se: dado ¢ > 0 existe no € N tal que

nym > ny = d(xn,xm) < €.

DEFINICAO

Um espaco métrico M ¢ dito completo se toda sequéncia de Cauchy é convergente. Em
particular:

@ Um espaco normado completo € dito Espaco de Banach

@ Um espago com produto interno completo € dito Espago de Hilbert
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Completamento

COMPLETAMENTO DE ESPACOS METRICOS

DEFINICAO:

Sejam (M, du), (N, dy) espagos métricos. Uma isometria de M em N é uma aplicagdo
T : M — N que preserva distincias, isto &,

dN(Txl,sz) :dM(xl,xz), Vxl,xz eEM.

Caso esta aplicacdo seja sobrejetora dizemos que os espagos M e N sdo isométricos.

TEOREMA (COMPLETAMENTO DE ESPACOS METRICOS):

Para todo espaco métrico (M, d) existe um espaco métrico completo (M, 21\) tal que M é
isométrico com um subespaco denso de M.O espago M é tinico exceto por isometrias, isto &,
se existir outro espaco completo M que contem um subespago denso e isométrico com M,
entdo M e M sdo isométricos.
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Completamento

DEMONSTRACAO:

PASSOS DA DEMONSTRACAO:

(A1) Construgio de um espaco métrico (M, 21\)
(A2) Construgio de uma isometria 7 : M — M, com T(M) = M.
(A3) Prova da completitude de M.

(A4) Unicidade de M , exceto por isometrias.

.
@ Utilizaremos continuamente a seguinte desigualdade:
|d(xt,y1) — d(x2,y2)| < d(x1,x2) +d(yi,32),  Vxi,x2,y1,y2 € M.
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Completamento

Dizemos que duas sequéncias de Cauchy em M, {x,} e {x,}, sdo equivalentes €
escrevemos {x, } ~ {x;} se
lim d(x,,x,) = 0.

n— oo

Consideremos o conjunto das classes de equivaléncia
M = {x% = [{x,}] : {x.} é uma sequencia de Cauchy}
Definamos

d(%,9) == lim d(x,y.), &= [{x}], = [{m}]

n—o00

Afirmacdo: d é uma métrica em M.

Afirmacdo: A aplicagdo T : M — M dada por
T(a) = [{a,a,...}], a€M,

€ uma isometria e T(M) é denso em M.
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Completamento

COMPLETAMENTO DE ESPACOS NORMADOS

DEFINICAO:
Sejam X e Y espacos vetoriais.

@ Dizemos que a aplicagdo 7 : X — Y é um isomorfismo se 7 € uma bijecdo linear, isto &,
¢é uma fung@o bijetiva tal que T(ax; + x2) = aT(x1) + T(x2), Vxi1,x € X, a € K.
Nestas condig¢des os espacos X e Y sdo ditos isomorfos.

@ Dizemos que (X, || - [[x) e (Y,]| - ||¥) sdo isometricamente isomorfos se existe um
isomorfismo isométrico entre estes espagos, isto €, se existe um isomorfismo 7' : X — Y

que preserva normas:
1Ty = llxllx, Vx€X.

TEOREMA (COMPLETAMENTO DE ESPACOS NORMADOS):

Para todo espago normado (X, || - [|x) existe um espago normado completo (X, || - [|z) tal que X
¢é isometricamente isomorfo com um subespago denso de X. O espaco X € tnico exceto por
isomorfismos isométricos, isto &, se existir outro espaco completo X tal que possui um
subespaco denso isometricamente isomorfo com X, entdo X e X sdo isometricamente

isomorfos. )
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Completame:

COMPLETAMENTO DE ESPACOS COM PRODUTO INTERNO

DEFINICAO:

Dois espagos com produto interno X e Y sdo ditos isometricamente isomorfos se existe um
isomorfismo 7 : X — Y que preserva produtos internos:

<TX, Ty>Y = <X7y>X7 Vx,y € X.

TEOREMA:

Para todo espago com produto interno X existe um espago com produto interno completo X tal
que X € isometricamente isomorfo com um subespaco denso de X.0 espaco X ¢é tnico exceto
por isomorfismos isométricos, isto €, se existir outro espago com produto interno completo X
tal que possui um subespaco denso isometricamente isomorfo com X, entdo X e X sdo
isometricamente isomorfos.
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Completamento

EXEMPLO: [?[a,b] COMO COMPLETAMENTO DE C|a, b]

@ O espago Cla, b] ndo é completo com a norma

e ={ e dx}w, f € Clab].

@ Podemos definir o espago L [a, b] como o completamento de C[a, b] com esta norma, e
neste caso Cla, b] pode ser considerado um subespaco denso de L [a, b].

@ Em particular, para p = 2, anorma || - ||2 em Cla, b] é induzida pelo produto interno

(f.8) = / f(x)g(x)dx, f,g€ Cla,bl,

Assim, L*[a, b] é um espaco de Hilbert que é o completamento C|a, b], com respeito ao
produto interno acima.
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