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LISTA 1: Métricas, Espagos Topoldgicos e Fung¢des Continuas

1 Meétricas

Exercicio 1 Sejam M um espaco métrico e A C M um subconjunto nao-vazio. Definimos a distancia
entre um ponto x € M e o conjunto A por

d(z,A) = inf{d(z,a); a € A}.
(a) Se d(x,A) =0, entdo v € A?

(b) Mostre que

(¢c) Mostre que
’d(:E, Z) - d(y,2)| < d(l‘,y), Vx,y,z € M.

O que isso quer dizer geometricamente?

Ezercicio 2 Considere o conjunto M das fungdes reais integraveis definidas no intervalo [a,b]. Dadas
duas funcgées f,g € M ponha

b
d(f.g) = / (@) - g(a)|d. 1)

(a) Mostre que (1) ndo define uma métrica.
(b) Qual hipdtese poderia ser adicionada as fungoes de M para tornar (1) uma métrica?

(c) Mostre que a relagao
fr~g=d(fg)=0. (2)

€ uma relagao de equivaléncia.

(d) Com respeito a relagio definida em (3) considere o espago quociente N = M/ ~. Os elementos
de N sao os conjuntos [f| C M, com f € M, definidos por

[f] = {h € M; d(f,h) = 0}.
Mostre que a relaggo D : N x N — R dada por

D([f],1g]) = d(f,9), f€lf] e ge€ldgl, (3)

define uma métrica no espago quociente N = M/ ~. (Nao esquega de provar que, de fato, D é
uma fungao!)



Exercicio 3 Uma funcdo f: M — N entre espacos métricos é dita uma imersao isométrica se

dn(f(x), f(y)) =dp(x,y), Yo,y € M.

Uma isometria € uma imersao sobrejetiva.

(a) Mostre que uma imersao isométrica € necessariamente injetiva;
(b) Mostre que qualquer imersao isométrica define uma isometria f: M — f(M);

(c) Sejam M um espago métrico, X um conjunto e f: X — M uma func¢ao injetiva. Mostre que a
eTpressao

dy(w,y) = du(f(), f(y))

define uma imersdo isométrica

(d) Fizados a,u € R", com ||u|| = 1, mostre que a aplicagio f : R — R"™ dada por f(t) = a+tu é uma
imersao isométrica. (Considere uma métrica no espago R™ induzido por uma norma qualquer).

(e) Seja R o espago vetorial formado pelas sequéncias x = (x1,x2,...) com apenas um nimero
finito de termos xp, # 0. Defina em R o produto itnerno < x,y >= Zj x;y;. Mostre que a
transformagao linear T : R — R*° dada por

T(a:l,xg, - ) = (0,1’1,1’2, .. )
€ uma 1mersao isométrica mas nao € uma isometria;

Exercicio 4 Seja A = {(z,x); x € M} a diagonal do produto M x M, onde M é um espag¢o métrico.
Mostre que, se z = (x,y) ¢ A, entdo d(z,A) > 0.

Exercicio 5 Dado um espago métrico M, seja ®(M) a colegao de subconjuntos X C M que cumprem
as segquintes condigoes:

(i) X é limitado e nao vazio;
(#) d(a,X) =0 se, e somente se, a € X.
Dados X, Y € ®(M), seja p(X,Y) o maior dos nimeros

supd(z,Y) e supd(y,X)
zeX yey

Prove que p define uma métrica em ®(M). (O nimero p(X,Y) é conhecido como a distancia de
Hausdorff entre os conjuntos X eY)

Exercicio 6 Seja S” = {x € R"™}; |x| = 1} a esfera unitdria n-dimensional. O Espaco projetivo de
dimensao n € o conjunto P" cujos elementos sao os pares nao-ordenados [x] = {z,—x}, com x € S™.

(i) Mostre que [x] = [y] se, e somente se, y = —x.

(ii) Mostre que
d([x], [y]) = min{lz -y, [« + y[}

define uma métrica sobre P,



(11i) Mostre que a aplicacdo natural w:S™ — P", dada por w(z) = [z], cumpre a condigcdo
d(r(x), m(y)) < d(z,y).

(iv) Se X C S™ ¢ tal que diam(X) < /2, entdo a restricio de 7 sobre X é uma imersao isométrica de
X em P". (O digmetro de um conjunto limitado é o nimero diam(X) = sup{d(z,y); x,y € M});

Exercicio 7 Uma familia C = (C\)xer, de subconguntos de um espago métrico M chama-se local-
mente finita quando cada ponto de M ¢é centro de uma bola que intersecta apenas um nimero finito de
conjuntos Cl.

(i) Mostre que as bolas de centro O e raio inteiro em R™ nao formam uma familia localmente finita,
porém seus complementares sim;

(15) Se C € localmente finita, entdo cada ponto de M pertence no mdximo, a wm nimero finito de
conguntos Cy;

(iii) Seja f : M — N continua. Se C = (C\)xer € localmente finita em N, entdo (f~1(Cy)) ¢
localmente finita em M ;

Exercicio 8 Considere o conjunto F(X, M) de todas as fungées definidas num conjunto arbitrdirio X
tomando valores no espag¢o métrico M. Dadas f,g € F(X, M), defina o valor

d(f,g) = sup dr (f (), 9(x)) (4)
e a relagao
f~g=d(f,g) <oo (5)

(1) A expressao (4) define uma métrica em F(X, M)?
(i) Mostre que (5) define uma relagao de equivaléncia em F(X, M);

(i) Fizada f € F(X, M) denote por Bf(X, M) a classe de f. Mostre que

d(g,h) = sup du(g(z), h(z))

define uma métrica em By(X, M).

(iv) Conclua que F(X, M) se escreve como a reunido de espagos métricos dois a dois disjuntos;

2 Topologias

Exercicio 9 Sejam X um conjunto e B uma base para uma topologia em T . Mostre que T € igual a
colecdo de todas as unides de elementos de B;

Exercicio 10 Sejam X e Y dois espacos topoldgicos e as projecaom : X XY = X em: X XY — Y.

(i) Mostre que se U € Tx e V € Ty, entio n; "(U) =U x Y and 7, {(V) = X x V;

(ii) mostre que ambas projegées sao aplicagoes abertas;



Exercicio 11 Seja (M, T) um espaco topoldgico. Uma cole¢ao S C T € dita uma subbase para T se
as intersegoes finitas de membros de S formam uma base para T. Utilizando as notagdoes do exercicio
acima, mostre que o conjunto

S={m'(U); UeTx}u{n'(V); V €Ty}
subbase para a topologia produto de X X Y.

Exercicio 12 Mostre que as sequintes priedades sao topoldgicas:
(1) ser 1-contdvel;

(i) ser Hausdorff;

Exercicio 13 Mostre que se A € uma base para uma topologia em X, entdo a topologia gerada por A
¢ igual a intercecio de todas as topologias de X que contém A;

Exercicio 14 Suponha que T1 e T2 sao topologias em X com Ty estritamente mais fina do que T2. Se
Y C X, o que podemos dizer sobre as topologias induzidas em Y ¢

Exercicio 15 Sejam X um espago topoldgico e {F)\}xen uma cole¢io de conjuntos fechados.

(i) Mostre que (Nycp F\ € um conjunto fechado; O mesmo vale para a unido?

(i) Se'Y é outro espaco topoldgico, mostre que uma fungao f: X — Y é continua se, e somente se,
F fechado em Y implica f~(F) fechado em X;

Exercicio 16 Uma colecao V de abertos de um espaco topoldgico X chama-se um sistema fundamental
de vizinhangas abertas (SFVA) de um ponto v € X quando:

(i) todo V €V contém ;
(ii) todo aberto A em X que contém x deve conter algum V € V;

Prove que num espago métrico, as bolas abertas B(x,1/n), n € N, formam um (SFVA) de x.

Exercicio 17 Considere V um K-espago vetorial sobre o corpo K (R ou C) e considre T uma topologia
em V. Dizemos que V' é um espaco vetorial topologico se:

(1) para cada x €V o conjunto {x} é fechado;
(i1) as operagdes (z,y) — x+y e (A, x) = X x sdo continuas.
Fizados a € V e A € K, mostre que as aplicagées Tg : V —V e My : V =V dadas por
To(z) =a+z e My(z)=A-x
sao homeomorfismos de V' sobre V.
Exercicio 18 Mostre que um espaco topoldgico X ¢ Hausdorff se, e somente se, a diagonal
A={(zr,x) e X x X}

€ um subconjunto fechado de X x X;



Exercicio 19 Indicaremos por W(R) o conjunto das fungées continuas f : R — R munido da topologia
fina de Whitney, definida do sequinte modo: dadas f € W(R) e uma fun¢ao continua positiva € : R —
R*, pomos

B(f,e) ={g e WR); [f(z) —g(z)| <e(z), Vo € R}.

Em seguida, declaramos um subconjunto A C W(R) aberto quando, para toda f € A, existe uma
fungdo continua e positiva € : R — RT tal que B(f,e) C A. Mostre que que 0s abertos assim definidos
constituem uma topologia em W(R) .

Exercicio 20 Seja S um espaco com topologia induzida pela aplicagao f: S — X, com X um espago
topoldgico.

(a) Se X é metrizdvel, entao S é metrizavel se, e somente se f é bijetiva;

(b) Supondo X Hausdorff, S é Hausdorff se, e somente se, f € bijetiva;

Exercicio 21 Considere M(n) o conjunto das matrizes reais n X n.

(a) Obtenha uma correspondéncia bijetiva entre M(n) e R™ e mostre que M(n) é um espago métrico,
através desta correspondéncia;

(b) Mostre que as aplicagoes det : M(n) — R e Prod: M(n) x M(n) — M(n) sdo continuas;
(¢) o conjunto G(n) das matrizes A € M(n) com det(A) # 0 € aberto;

(d) A aplicagio v : G(n) — G(n) que a cada A € G(n) associa sua inversa A~! é continua;
(e) O conjunto O(n) das matrizes ortogonais é compacto;

(f) G(n) é conexo. Quais sao as (duas) componentes?
Exercicio 22 Dizemos que um subconjunto S de um espago topoldgico X é denso em X se S=X.

(a) Mostre que um subgrupo aditivo G de R ¢ denso em R se, e somente se, zero é ponto de acumu-
lacdo de G;

(b) Se o subgrupo G de R ndo for denso, entdio existe a > 0 tal que G = {am, m € Z};

(c) Mostre que se 0 é um nimero irracional, entdo A = {m + nf, n.m € Z} é denso em R;

3 Continuidade

Exercicio 23 Mostre que o grdfico de uma fung¢do continua f : M — N, entre espacos métricos, é
homeomorfo ao dominio de f. (Siga os passos abaizo)

(a) pondo G(f) = {(z, f(x)); z € M} C M x N considere a fun¢io f(m) = (z, f(z));

(b) obtenha a inversa de f;

Como aplicagdo, mostre que R\ {0} é homeomorfo a hipérbole H = {(z,y) € R?; zy = 1}.

Exercicio 24 Sejam X e Y dois espagos topoldgicos. Mostre que as projegoes mx : X XY — X e
my : X XY =Y sao abertas;

Exercicio 25 Sejam M, N espagos métricos e f,g: M — N duas fungdes.



(a) Se ambas sao continuas num ponto a € M e f(a) # g(a). Mostre que existe uma bola aberta B,
de centro a, tal que f(B)Ng(B) =0. Em particular, se x € B entio f(x) # g(z).

(b) Suponha que f e g sao continuas em M. Dado a € M suponha que toda bola de cetnro a
contenha um ponto x tal que f(x) = g(x). Mostre que f(a) = g(a). Usando este fato, mostre
que f,g: R — R sdo continuas e f(x) = g(x) para todo x racional, entio f = g.

Exercicio 26 Um grupo metrizdvel é um espaco métrico G munido de uma estrutura de grupo tal que
as operacoes

m:GxG—=G, mzy =2y e f:GoG, fl)=z"

s@o continuas. Prove as sequintes afirmagdes:

(a) Seja G um espago métrico com estrutura de grupo. G € um grupo metrizdvel se, e somente se,

aplicacao
q:GXG%Ga q(:an):x'y_l
€ continua.

(b) Sao grupos metrizdveis: o grupo aditivo de um espaco vetorial normado (em particular R™), o
grupo aditivo S dos complexos de médulo 1 e o grupo das matrizes reais n x n invertiveis.

(c) Sejam G e H grupos metrizdveis. Um homomorfismo f: G — H é continuo se, e somente se, é
continuo no elementro neutro e € G.

Exercicio 27 Sejam X,Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma fungdo.
(a) Mostre que f é continua se, e somente se, a topologia de X é mais fina do que a induzida por f;

(b) Se f é continua e bijetiva, entio serd um homeomorfismo se, e somente se, a topologia de X
coincide com a induzida por f;

Exercicio 28 Sejam Y um espago com a topologia trivial e X um espacgo topoldgico qualquer. Mostre
que qualquer funcao f: X =Y € continua;

Exercicio 29 Sejam X um espago com a topologia discreta e Y um espaco topoldgico qualquer. Mostre
que qualquer funcio f: X —Y € continua;

Exercicio 30 Sejam X,Y espagos topoldgicos e f: X — Y uma funcio continua. Dizemos que f é
compativel com uma relagdo de equivaléncia ~ em X se a ~ b implica f(a) = f(b).

(a) Mostre que f é compativel com ~ se, e somente se, [ é constante sobre cada classe de equivaléncia
determinada por ~;

(b) Se f é compativel com ~, entdo existe unica fungdo f : X/ ~— Y tal que fo ¢ = f, sendo
¢: X — X/ ~ a aplicagiao quociente;

(c) Mostre que f é continua;

Exercicio 31 Sejam f,g: X — Y aplicacoes continuas do espago topoldgico X no espago topoldgico
Hausdorff Y. Mostre que o conjunto

F={zeX; f(z)=g(z)}
€ fechado.



