ALGEBRA LINEAR
CM 005 - Eng. Industrial Madereira

Professor:
Fernando de Avila Silva

Departamento de Matematica - UFPR
LISTA 4: Espagos Vetoriais

Esta lista est4 baseada nos exercicios do livro Algebra Linear com Amplica¢oes de Steven J. Leon.

Resolva os exercicios:

(1) (Péginas: 88 - 89) 3,4,5,6,10,11,12,13
(2) (Péginas: 95 - 96 - 97) 1,2,3,4,6,8,17,18,19

Observagao 1 Um conjunto V (ndo vazio) é dito espago vetorial (real) se nele estao definidas duas operagoes

VxVsuv)—u+veV e RxV>s(a,v)—a-veV,
tais que:

(S1) u+v=v+u, Vu,veV; (P1) a-(u+v)=a-ut+a-v, Yu,v €V eVa € R;

(S2) (w+v)+w=u+ (v+w), Yu,v,w € V; (P) (a+p) - u=a-u+pP-u YVueV eVa,pB €R;
(S3) existe 0 € V tal que u+0=wu, Vu e V; (P;) (aB) - u=a-(B-u), Vu eV eVa,B €R;

(S4) Yu €V existe um —u €V tal que u+ (—u) =0; (Py) 1-u=u,VueV.

Observagao 2 Lembre-se que o nicleo de uma matriz A, x, € 0 conjunto

N(A) ={z eR"; A2 =0},

ou seja, as solugoes do sistema

ail e A1n Iy 0

Umn -+ Omn Ln 0
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(¢) Desenhe um grifico ilustrando como x, pode ser construido geometricamente usando 13. Sej:
X,. Use esse grafico para dar uma interpretagdo geométrica da sua resposta em (b).
Repita o Exercicio | para os vetores x, = (2, 1)’ e x, = (6, 3)".

Seja C o conjunto dos nimeros complexos. Defina a soma em C por iy ca
(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

e defina a multiplicacao por um escalar por R¢

14. De:

o(a + bl) = ad + abi mul

para todos os nimeros reais . Mostre que C é um espago vetorial em relacio a essas operagde

Mostre que R"*", com as operacdes usuais de soma e multiplicacdo por um escalar, satisfazo

0ito axiomas de espacos vetoriais. { ond
Mostre que Cla, b], com as operagdes usuais de soma e multiplicagio por um escalar, satisfaze

oito axiomas de espagos vetoriais.

Seja P o conjunto de todos os polindmios. Mostre que P, com as operacdes usuais de som Mf’f

multiplicagdo por um escalar para fungdes, forma um espago vetorial. vli

Mostre que o elemento 0 de um espago vetorial é tinico. 15. Der

Sejam x, y e z vetores em um espaco vetorial V. Mostre que, se pot

X+y=x+z

entaoy = z.

Seja V um espago vetorial e seja x € V. Mostre que: Mo

(a) BO = 0 para todos os escalares 3; 16 Pmi

(b) se ax = 0,entdo @« = Ooux = 0.

Seja S o conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais. Defina a multiplicagdo porur

escalar e a soma em S por Mo
a(xp, x2) = (ax;, ax;) (2)

(b)
(X, X2) B (.\’[. A\";) = (f\| + Yi» ())
Usamos o simbolo & para denotar a soma nesse sistema para evitar confusdo com a soma usu [Em
X +y de vetores linhas. Mostre que S, junto com a multiplicagdo usual por um escalar e a op Vi

ra¢ao P, nao é um espago vetorial. Quais dos oito axiomas nao sao validos?
Seja V o conjunto de todos os pares ordenados de nimeros reais com a soma definida por

(x, x2) + (1, y2) = (X1 + y1, X2+ y2)

¢ a multiplicagao por um escalar definida por IDado um e:

o (xy, x2) = (@xi, x3) y{conjumo S«
Como a multiplicagdo por um escalar ¢ definida de maneira diferente da usual, usamos um sir §¢do por um
bolo diferente para evitar confusao com a multiplica¢@o usual de um vetor linha por um escaly §S de V, ser
V'€ um espago vetorial em relagdo a essas operagdes? Justifique sua resposta. { multiplicac.
Denote por R' o conjunto dos niimeros reais positivos. Defina a operagdo de multiplicagio pi_{ium element
um escalar por

o
aox =x
o4 y . ~ EXEMP
para cadax € R* e para cada nimero real . Defina a operacdo de soma por
xX@®y=x-y paratodos x,y € R qualques

Entao, para esse sistema, o produto do escalar —3 por % é dado por

) € um ele
e a somade 2 com 5 ¢ dada por

265=2-5=10

R' € um espaco vetorial em relagio a essas operagdes? Justifique sua resposta.




b

B Espacos Vetoriais 89
i
b

ruido geometricamente usando X]fg 13. SejaR o conjunto de todos os niimeros reais. Defina a multiplicagdo por um escalar por

ica da sua resposta em (b). § . G 3 o

3 ax =a - x (a multiplicag@o usual de nimeros reais)

em C por € asoma, denotada por @, por

b+ d)i X @ y = max(x, y) (0 maximo entre dois ndmeros)

R € um espago vetorial em relagdo a essas operagoes? Justifique sua resposta.
14. Denote por Z o conjunto de todos os niimeros inte

¢ iros com a soma definida da maneira usual e a
£ multiplicac@o por um escalar definida por
torial em relagdo a essas operagoes
! —-—
g o aok =[]l -k paratodos k € Z
plicagdo por um escalar, satisfaz o [lee]] pare €
b onde [[a]] denota o maior inteiro menor ou igual a . Por exemplo,

iplicacao por um escalar, satisfazx§
FHCHEED | i g 22504 =[2,25-4=2-4=28
Mostre que Z nio é um espago vetorial em relacio a ess

om as operagoes usuais de somatg o~
védlidos?

as operagoes. Quais dos axiomas nio sio
o0 vetorial.

15. Denote por S o conjunto de todas as seqiiéncias infinit

as de nimeros reais com a multiplica¢io
porum escalar e a soma definidas por

NG
afa,} = {aa,)
{(l,,} + {bu} = (U,, + hu}
Mostre que S € um espaco vetorial.
16. Podemos definir uma bijecdo entre os elementos de P, e de R" por

:ais. Defina a multiplicacao por ung px)=a+ax+- - +ax"! o (a

B Mostre que, se p <> a e ¢ <> b, entao
X7) i @) ap > aa qualquer que seja o escalar a:
0) ; b) p+ge>a+b.
I

revitar confusao com a soma usud
:a¢ao usual por um escalar e a opef
ndo sao vélidos?

eais com a soma definida por

B PPl susesPACOS

Dado um espago vetorial V, é
geonjunto Sde Ve

[Em geral, dois espagos vetoriais sio ditos isomorfos se existe uma bijecio entre eles que preser-
vaa multiplicagdo por um escalar e a soma como em (a) e (b).]

muitas vezes possivel formar um outro espago vetorial usando um sub-
as operagoes de V. Como V € um espaco vetorial, as operagoes de soma e multiplica-

liferente da usual, usamos um im0 por um escalar sempre produzem um outro vetor em V. Para um novo sistema, usando um subconjunto
I de um vetor linha por um esca de V, ser um espago vetorial, o conjunto S tem que ser fechado em relacdo as operacoes de soma e
que sua resposta. multiplicagdo por um escalar. Em outras palavras, a soma de dois elementos em § tem que ser sempre
12 a operagao de multiplicacao piigiim elemento de S e a multiplicagio de um elemento de S por um escalar tem que pertencer sempre a S.

. EXEMPLO 1. Seja § — (j::[) x, = 2x,

N J § € um subconjunto de R’. Se (’("J € um elemento
:a0 de soma por <
ao

cR* qualquer de S e & é um escalar arbitririo. entic

ado por c ac
i 2c 2ac¢

a C - 5 o i e - ~
7”) e (7(,) sdo dois elementos arbitrdrios de S, entio sua soma

; a-+b _ a+b
1que sua resposta. 2a+2b )~ \ 2(a + b)

éum elemento de S. Se (




bitrario (a,
- (a), € facil

Qe

Espacos Vetoriais 95

O item (d) pode ser resolvido de maneira semelhante a (b). Se

a 1 2 4
b = 2 + ay 1 + a3 —1
c 4 3 1

entao
a + 20, + 43 = a

200 + a; — a3 =b
4a, + 3, + a3 = ¢
Nesse caso. no entanto, a matriz de coeficientes € singular. O método de Gauss nos leva a um sistema
da forma
o + 20, +4a3=a
2a — b
3

0=2a—3c+5b

a + 3oy =

Se
2a —3c+5b#0

entdo o sistema é incompativel. Portanto, para a maioria das escolhas para a, b, ¢, € impossivel expressar
(a, b, ¢)' como uma combinag@o linear de (1,2,4),(2,1,3), (4, =1, )" Os vetores nao geram R*. []

EXEMPLO 12. Os vetores | — x2, x + 2 e x* geram P,. Entdo, se ax? + bx + ¢ é qualquer polindmio
em P,, é possivel encontrar escalares @, @, € a3 tais que

ax’ + bx +c=o,(1 ~x2)+012(x+2)+a3x2

De fato,
a (1 —x) +a(x+2)+ aax? = (a3 — a)x® + apx + (o + 202)
Fazendo
o3 — o) = a
(0%) = b
o + 2(12 = C
e resolvendo, obtemos «, = ¢ — 2b, a0, =beay=a + ¢ — 2b. O

Vimos, no Exemplo 11(a), que os vetores €, €;, €;, (1, 2, 3)" geram R*. E claro que R poderia ser

gerado apenas pelos vetores e, €, €;. O vetor (1, 2, 3)" nao é realmente necessario. Na proxima segao,
vamos considerar o problema de encontrar conjuntos geradores minimos para um espago vetorial V (isto
¢, conjuntos geradores que contém 0 menor nimero possivel de vetores).

EXERCICIOS

1. Determine se cada conjunto a seguir € ou ndo um subespaco de R.
(@) {(x1,x2)" | x; 4+ x, =0}
(b) {(xy,x2)" | x1x, = 0}
(©) {(x1,x2)" | x1 =3x}

(d) {(xy, x2)" | xy =32+ 1}
2. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespago de R*.

(@) {(x1,x2, x3)7 | x1+x3=1}

() {(x1, X2, ¥3)T | X1 = X2 = X3}
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5 . .\ "
() {(x1, x2, x3)" | x5 =x1 + X2} ,
3 2 %
() {(xy, X2, x)" | x3 = x{ + x5}
3. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespago de R*™.
1) O conjunto de todas as matrizes diagonais 2 X 2.

(3
(b) O conjunto de todas as matrizes triangulares inferiores 2 X 2.
(¢) O conjunto de todas as matrizes A 2 X 2 taisque a, = I

(d) O conjunto de todas as matrizes B 2 X 2 tais que by, = 0.

(¢) O conjunto de todas as matrizes simétricas 2 X 2.

(f) O conjunto de todas as matrizes singulares 2 X 2.

4. Determine o nicleo de cada uma das matrizes a seguir.

2 1 1 2 =3 -1
WD w(L 2

I 3 —4 I [ =i &
| 2 -1 =1 @l 2 2 -3 1
1 -3 4 -1 -1 0 -5

5. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespaco de P,. (Cuidado!)
(a) O conjunto dos polindmios em P, de grau par.
(b) O conjunto dos polindmios de grau 3e
(¢) O conjunto dos polindmios p(x) em P, tais que p(0) = 0.

(d) O conjunto dos polindmios em P, que tém pelo menos uma raiz real. :
6. Determine se cada conjunto a seguir ¢ ou nao um subespaco de C[—1,1]. :

(a) O conjunto das fungoes fem C [~ 1, 1] tais f(— 1) = fU1). i

(b) O conjunto das fungdes impares em Cl—1,1] f

(¢) O conjunto das fungdes nio-decrescentes em [— 1, 1]. i

(d) O conjunto das fungoes fem C [—1, 1 taisf(—=1) =0ef(l) = 0.

(e) O conjunto das fungoes fem C [~ I, 1] tais f(—1) = 0ouf(l) = 0.

7. Mostre que C'[a, b] € um subespago de Cla, b].

8. SejaA um vetor particular em R Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um subespaco de R™.

(a) S, ={B € R**?* | AB = BA} \

(b) S, = {B € R¥* | AB # BA}
(¢) S3 = {B € R*?| BA = 0}
9. Determine se cada conjunto a seguir € ou nao um conjuntc

SO0 w0

y gerador para R*.

o |(3)-0)- 0

o {(3)-(2)-(DF @ 1G)-C))

710. Quais dos conjuntos a seguir sao conjuntos geradores para R*? Justifique suas respostas.
(a) {(1,0,0)7, (0,1, D7, (1,0, )7} () {(1,0,0)7, (0, 1, DT, (1,0, D', (1.2, 3)7}
© 2.1, -2)7, (3,2, =27, (2,.2.07} (@ {2, 1.=-D". (=2, 1,27, 4.2, -4") |

(e) {(1.1,3)7.(0,2, H"} -

11. Sejam
-9

e s

(a) xX€e
(b) ye
Justifiqu
12. Quais d:
(a) {1¢
(c) {x-
3. Em R

Mostre ¢
14. SejaSo
conjuntc
15. Proveqi
16. SejaAu
(a) N(A
(b) A€
(¢) par
17. Sejam U
18. SejaSc
subespa
19. Sejam (

Mostre

INDI

Nesta secao, vi
restringir a esp:
espaco pode se
¢Oes de somae
minimo, querel
no conjunto sa
rador minimo, «
introduzir os ¢t
dar a chave pa

Vamos con:

Seja S o subes)
res X, € X, jd ¢

(D

Qualquer com



tespaco de R272,

ostas.
gll,2,3)")
47
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(@) xe [{x,x,}]?
(b) ye [{x,,x,]}?
Justifique suas respostas.
12. Quais dos conjuntos a seguir
(@) {I,x? x2 =2}
, (© {x+2. x4+ 1,x2—1)
13. Em R***, sejam

sa0 conjuntos geradores para P,? Justifique suas respostas.
(b) {2, x%, x,2x + 3}
(d) {x+2,x>—1}

: 10 01
b”:(o o)' ol <0 0)

00 00
Ef"(l 0)‘ E33:<0 1)

Mostre que E,,, E\,, E,,, E,, geram R*2,
14. Seja S o espaco vetorial das seqiiéncias infinitas definido no Exercicio 15 da Secdo 1. Seja S, o
conjunto das seqiiéncias {«,} tais que a, — 0 quando n — eo. Mostre que S, é um subespago de S.
15. Prove que, se § é um subespaco de R', entdao S = {0} ou § = R'.
16. Seja A uma matriz n X n. Prove que as seguintes afirmagoes sio equivalentes:
(a) N(A) = {0});
(b) A ¢ invertivel;
(c) paracadab e R", osistema Ax = b tem uma dnica solugdo.

Il

17. SejamUeV subespacos de um espaco vetorial W. Prove que UM Vtambém é um subespaco de W.

18. Seja S o subespaco de R gerado por e, e seja 7 o subespaco de R gerado pore,. S U T é um
subespago de R*? Explique.

19. Sejam Ue V subespagos de um espaco vetorial W. Defina

U+V={z|z=u+v ondeuelUe ve V)
Mostre que U + V é um subespaco de W.

INDEPENDENCIA LINEAR

Nesta secao, vamos olhar mais de perto a estrutura de um espago vetorial. Para comecar, vamos nos
restringir a espagos vetoriais que podem ser gerados por um niimero finito de elementos. Cada vetor no
espaco pode ser construido a partir dos elementos nesse conjunto gerador, usando-se apenas as opera-
¢oes de soma e multiplicagdo por um escalar. E desejavel encontrar um conjunto gerador “minimo”. Por
minimo, queremos dizer um conjunto gerador sem elementos desnecessdrios (isto é, todos os elementos
10 conjunto sao necessdrios para se gerar o espago vetorial). Para ver como encontrar um conjunto ge-
rador minimo, € preciso considerar como os vetores no conjunto “dependem” um do outro. Vamos, entiio,
introduzir os conceitos de dependéncia linear e independéncia linear. Esses conceitos simples vao nos
dar a chave para entender a estrutura de espacos vetoriais.

Vamos considerar os seguintes vetores em R*:

1 —2 —1
X = — 5 X; = 3 y X3 = 3
2 1 8

Seja S o subespago de R* gerado por X, X,, X;. Observe que S pode ser representado, de fato., pelos veto-

' IeS X € Xo, Jd que X; pertence a0 espago gerado por X, e X,.

(1) X3:3XI+ZXZ

Qualquer combinacio linear de X, X,. X; pode ser reduzida a uma combinacio linear de X, € X,

.

1X) + 00Xy + a3Xs = @ 1X; + arX; + 33X, + 2x,)

= (a1 + 3a3)x) + (o + 223)x,




